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Chapitre 1

Matrices et résolutions d’équations linéaires
par échelonnement

1.1 La procédure fang-cheng ou rectangularisation

1.1.1 Origines

L’examen et la résolution de problémes que nous considérons aujourd’hui comme équivalents a des systemes de
deux équations a deux inconnues, se trouve en fait tout au long de 1’histoire des mathématiques, et notamment, suivant
Bartel Leendert van der Waerden, Science Awakening, Oxford University Press, New York, 1961, p. 80., chez les ba-
byloniens. Pour ce qui est des procédures ou des instructions de manipulations résolutoires systématiques effectuables
sur tout jeu déterminés de coeflicients numériques — associés a un probléme correspondant a ce qu’aujourd’hui on
nomme un systéme d’équations linéaires —, on en trouve I’expression en Chine vers 160 avant J.-C. — évidemment
sans les notations algébriques et le vocabulaire actuel ! Il s’agit du chapitre huit du traité de Zhang Cang, marquis du
palais de I’empereur, élaboré d’apres des documents plus anciens encore, ot I’on trouve ce qui est nommé la procédure
fang-cheng (fang = point cardinal, c6té d’un rectangle, et ch’€ng = chemin, modele, réglementation ; fang cheng =
modele rectangulaire = “rectangulation”). Pour d’autres traductions possibles du terme chinois fang-cheng, et pour
I’explication de cette procédure en suivant exactement les originaux, on se reportera a Jean-Claude Martzloff, A his-
tory of chinese mathematics, Springer, 1997 (traduction de 1’édition francaise Histoire des mathématiques chinoises,
Masson, 1987), pp. 249-258. En fait le texte de Zhang Cang ne nous est pas resté, et les deux textes mathématiques
chinois les plus anciens que nous ayons sont le Zhoubi suanjing (Canon de calcul gnomonique de la dynastie Zhou) et
le Jiuzhang suanshu (Prescriptions de calcul en neuf chapitres) ; la version que nous avons de ce dernier texte est due
a Liu Hui. Dans I’introduction du Jiuzhang suanshu, introduction qu’il écrivit juste avant 260 apres J.-C., Liu Hui dit
que cela a été arrangé et commenté trois ou quatre siecles avant lui, par Zhang Cang et Geng Shouchang.

Le commentaire de Liu Hui est purement verbal et ne contient aucun diagramme ; mais la procédure est indiquée avec
tant de détails qu’il est facile de reconstituer I’apparence des diagrammes fangcheng sur le tableau a compter.

L’idée directrice de la procédure fang-cheng, de réduire le volume des calculs a un minimum, en annulant progres-
sivement de plus en plus de coeflicients, par combinaisons de colonnes dans le tableau des coefficients du probleme
envisagé, est treés naturelle — c’est la mise en acte de la perception du caractere linéaire des données — et, comme
le pense Martzloff, elle a probablement été redécouverte plusieurs fois dans 1’histoire des mathématiques. C’est par
exemple le cas de Jean Borrel (Logistica, quae et Arithmetica vulgo dicitur in libros quinque digesta, Lyon, 1559, p.
190) qui résoud par cette procédure un probleéme a trois inconnues.

Carl Friedrich Gauss nommait la procédure eliminatio vulgaris, et en occident aujourd’hui elle est appelée algo-
rithme de Gauss, ou méthode du pivot de Gauss (En fait il faudrait mieux parler de rectangulation & pivots, puisque
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6 CHAPITRE 1. MATRICES ET RESOLUTIONS D’EQUATIONS LINEAIRES PAR ECHELONNEMENT

la méthode consiste d’abord a disposer en rectangle, puis a faire des “pivots”).

Elle se poursuit naturellement, sous une forme completement normalisée, par la réduction d’une matrice a sa
forme échelonnée voire bi-échelonné : nous I’allons exposer plus loin, complétement, discussion des impossibilités ou
des multiplicités de solutions incluse — ce qui ne figure certe pas explicitement dans le fang-cheng d’origine.

1.1.2 Regle de trois et fausse position

Avant que de parler des problémes a plusieurs variables et équations et de la rectangularisation commengons par
les problemes linéaires & une inconnue et a une équation :

Proposition 1. / — Le nombre x tel que x + b = q est donné par x = q — b.
4

2—Sia# 0, alors le nombre x tel que ax = c est donné par x = £

3 —Sia # 0, alors le nombre x tel que ax + b = c est donné par x = %

Nota BENE — A ce stade, et en fait pour tout ce premier chapitre, par “nombre” nous entendons nombre entier ou
rationnel (quotient de deux entiers affecté d’un signe), voire nombre réel (comme défini plus loin p.?? comme “nombre
a virgule”). Le travail avec des matrices a coefficients complexes ou dans un corps commutatif quelconque sera fait
plus loin (p. ??). Toutefois on trouvera des ce premier chapitre une introduction des nombres complexes (prop 1.16,
p.21) et méme des quaternions (prop 1.24, p. 24) considérés comme des matrices a coefficients réels.

Exercice 1. I — Sachant que ’épicier vend 2 euro le kilo d’orange qui lui est revenu a 1 euro 60, combien de bénéfice
fait-il si je lui achete une orange de 250 g ?

2 — Mettre le probleme en équation et le résoudre par [’algebre.

C’est en principe ce que sait faire un éleve de dix ans sortant de 1’école primaire. En fait il sait la chose sous forme
non-littérale donc, sous forme de deux regles qui lui permettent d’affirmer d’un c6té que puisque le prix de vente est
le prix de revient plus le bénéfice, c’est que le bénéfice est le prix de vente moins le prix de revient, et d’un autre coté
que si un kilo d’orange est vendu 2 euro, alors une orange de 250 grammes est vendu 50 centimes d’euro. Par suite si
le kilo revient au commergant a 1 euro 60, le bénéfice qu’il fait sur ’orange est de 10 centimes.

Au college on apprend le langage algébrique et 1’écriture littérale, la mise en équation de ces problemes, et les
principes de la proposition ci-dessus pour résoudre : si B est le bénéfice par kilo et b le bénéfice demandé, on a, en

centimes d’euro, B = 200 — 160 et b = 8%20 13 premiére équation donne B = 40, puis en reportant dans la seconde,

1000
_ 40x250 _
B = =55 =10.

En fait I’équation-clé b = leo%)%o’ dite regle de trois, s’écrit aussi % = %, et alors est dite regle de proportiona-
lité, ou s’écrit encore b = %B, et est alors nommée regle de linéarité, la fraction % = k étant le coeflicient de

proportionalité de la relation linéaire b = kB.

Exercice 2. Un sac contient 154 euro, en pieces de 5 euro et de 2 euro; il y a 41 pieces, trouver le nombre de pieces
de 5 euro. D’abord par I’algébre, puis sans algebre.

Par I’algebre, on poserait x le nombre de pieces de 5 euro, de sorte que 41 — x serait le nombre de pieces de 2 euro,
et que 1’on aurait I’équation 5x + 2(41 — x) = 154, d’ou 3x = 154 — 82 = 72, et x = 24. Sans algebre, on peut procéder
par le raisonnement suivant : si toutes les pieces étaient de 2 euro, le sac ne contiendrait que 41 X 2 ou 82 euro, tandis
qu’il en contient 154 : la différence est de 72 euro. Or chaque fois que I’on remplace une piece de 2 feuro par une piece
de 5 euro le nombre total des pioeces ne change pas, mais la somme augment de 3 euro. Comme il faut augmenter la
somme de 72 euro, il faudra remplacer autant de pieces de 2 euro par des pieces de 5 euro que 3 est contenu de fois
dans 72, c’est-a-dire 24 fois : il y a alors 24 pieces de 5 euro.

Cette maniere de faire ne demandant donc pas I'usage d’algebre s’ appelle usuellement aujourd’hui la méthode de

fausse position. Toutefois au cours de I’histoire elle s’est appelée aussi “régle du trop et du pas assez”, “opération par
SRS EE AN TS

un nombre d’essai”, “regle de I’augmentation et de la diminution”, “méthode des plateaux”. Elle se comprend, sous
forme algébrique, ainsi :
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Proposition 2. Si un probléme revient a une équation ax = b, alors on suppose que pour x soit prise quelconque une
valeur x’, dite fausse position, conduisant a la valeur ax’ = b’, et on en déduit que la bonne valeur de x est telle que
X = b cest-a-dire qu’elle s obtient par la régle de trois

x’=;’

Voici en exercice un probleme indien de Bhaskara, extrait du Lilavati (XIIeme siecle apres Jésus-Christ) :

Exercice 3. Quel est le nombre qui, multiplié par cing, apres soustraction du tiers du produit et division par dix du
reste et addition d’un tiers, d’une moitié et d’un quart de la quantité d’origine donne deux de moins que soixante-dix ?

Bhaskara résoud par fausse position : on suppose que la valeur de x soit x* = 3, on fait les opérations indiquées, on

trouve %, et on en déduit que la vraie valeur est x = 2% Bien siir, aujourd’hui on peut évidemment résoudre par

4
I’algebre, le probleme d’algebre correspondant étant 15 [5x — $(5x)] + §x+ 3x+ yx =70 - 2.

Exercice 4. 1 — La méthode de double fausse position pour résoudre ax+b = cx+d, consiste a prendre deux fausses

positions X’ et X"’ produisant des “erreurs” : ¢’ = (ax’ +b) — (cx’ +d) et ¢’ = (ax” + b) — (xc” + d). Alors la solution

est

Ye’ —x'"e

XxX= ———-
e’ — e

2 —Sil’on choisit X" = x' — 1, alors x = x' + ﬁ

Exercice 5. I — Il importe de bien réaliser que les méthodes de simple ou doubles fausses positions se justifient et
s’appliquent bien avant ’invention de I’algebre. Leur compréhension préalable directe a la maniére ancienne sera un
excellent point d’appui pour ensuite seulement s’introduire aux pratiques algébriques. A cet effet on fera I’exercice de
lire le probleme suivant et sa solution, par Reynaud (1810), et de comprendre sans algébre.

Un joueur, interrogé sur ce qu’il a dans sa bourse, répond que 1’exces du quintuple de ses louis sur 30 est égal a
I’exces du double de ces mémes louis sur 6.

On se propose de découvrir le nombre des louis du joueur. Pour résoudre cette question nous donnerons une valeur
arbitraire au nombre des louis ; si ce nombre satisfait a toutes les conditions du probléme ; il en donnera la solution ;
s’il n’y satisfait pas, il produira une certaine erreur, que nous détruirons ensuite a 1’aide d’une seconde hypothese.
Voici le détail du calcul, suivi de I’explication.

En vertu de la lere hypothese, si le nombre des louis était 20, I’exces de leur quintuple sur 30 serait 70, et I’exces de
leur double sur 6 serait 34 ; or ce 2¢me exces est au-dessous du ler de 36, tandis qu’il devrait lui étre égal ; I’hypothese
20 louis produit donc une erreur de 36. Pour apercevoir comment on peut détruire cette erreur, nous diminuerons d’un
le nombre 20 des louis, ce qui le réduira a 19 ; cette 2¢me hypothese, traitée comme la 1ere, donnera 33 pour 2éme
erreur ; mais la l&re erreur 36, était de 3 plus forte ; on dira donc : comme pour diminuer la 1*ere erreur 36 de 3 il a
fallu diminuer d’un la 1ere hypothese 20, pour détruire cette 1eére erreur 36, ce qui revient a la diminuer de 36, ou de
12 fois 3, il faut diminuer de 12 fois 1 la lere hypothese 20, ce qui la réduit a 8. Le joueur a donc 8 louis.

2 — Exprimer la résolution en utilisant I’algebre pour suivre I’explication.

3 —Utiliser directement la formule de [’exercice précédent.

1.1.3 Premier exemple de rectangulation & pivots

Suivant I’esprit et la lettre de 1I’époque du Jiuzhang suanshu, Martzloff expose le cas suivant (Jiuzhang suanshu,
probléme 8), qui sera notre premier exercice :

Exercice 6. Supposons que nous ayons 3 mesures de trés bonne céréale, 2 de moyenne, et 1 de mauvaise, ce qui
représente 39 dou ; supposons que nous ayons 2 mesures de trés bonne céréale, 3 de moyenne, et 1 de mauvaise, ce
qui représente 34 dou ; supposons que nous ayons 1 mesure de trés bonne cérérale, 2 de moyenne, et 3 de mauvaise, ce
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qui représente 26 dou. Question : combien de dou représentent 1 mesure de tres bonne cérérale, 1 mesure de moyenne
céréale, 1 mesure de mauvaise céréale, respectivement ?.

Ici la procédure fangcheng va comme suit. D’abord on inscrit les coefficients (ici, pour rendre le texte plus aisé a
1 2 3

lire, on utilise les chiffres arabes !) en un tableau comme ceci : ol la colonne de droite correspond a

3 1 1
26 34 39
la premiere condition, celle du milieu a la deuxieme, et celle de gauche a la troisieme. Ensuite, Liu Hui dit que ’on
doit utiliser les céréales au sommet de la colonne de droite pour multiplier tous les termes de la colonne centrale,
puis procéder a une succession de soustraction de la colonne de droite dans la colonne du centre que I’on vient de
multiplier, jusqu’a élimination du terme au sommet. La suite des manipulations est donc :

1 2 3 1 6 3 1 3 3 1 3
2 3 2 2 9 2 2 7 2 2 5 2
31 1 3 3 1 3 2 1 31 1
26 34 39 26 102 39 26 63 39 26 24 39

L’étape suivante est analogue, en vue d’éliminer le nombre au sommet de la colonne de gauche :

1 3 3 3 3
2 5 2 6 5 2 4 5 2
31 1 9 1 1 8§ 1 1°

26 24 39 78 24 39 39 24 39

On continue en éliminant le nombre au sommet de la nouvelle colonne de gauche, a 1’aide, cette fois, de la colonne
centrale :

3 3 3 3 3 3
4 5 2 20 5 2 I5 5 2 10 5 2 5 5 2 5 2
8§ 1 1 40 1 1 39 1 1 38 1 1 37 1 1 36 1 1°

39 24 39 195 24 39 171 24 39 147 24 39 123 24 39 99 24 39

1

»|

Alors le tableau étant réduit a cette forme triangulaire, on obtient la premiere des réponses comme valant %

et puis on trouve les secondes et troisieémes par substitutions successives : % = % = '4—7, t w = % = 77.

De nos jours on poserait b = prix ou nombre de dou d’une mesure de tres bonnes céréales, m = prix des moyennes,
3th+2m+ 1M =39

M = prix des mauvaises, et on mettrait le probleme en équations : < 2th + 3m + 1M = 34 . La résolution consiste
1t +2m + 3M =26

alors a remplacer la seconde équation par son produit par le coefficient de tb dans la premiere, qui est 3, et puis a

retirer autant qu’on peut, soit 2 fois, la premiere équation a la nouvelle seconde. Alors dans la nouvelle seconde le

3thb+2m+ 1M =39
coefficient de tb est devenu O, et le systetme est { Otb + 5m + 1M =24 , etc. On aboutit au systéme triangulaire

1tb + 2m + 3M = 26

il

[39)

3th+2m+ 1M =39

0tb + 5m+ 1M = 24 . Alors la “régle de trois” donne M = %, et remontant la cascade des équations on reporte

0tb + Om + 36 M =99
dans la précédente, ce qui donne 5m + % =24,d’oum = %(24 - %), etc. Autrement dit, afin de préparer I’application
d’une succession de “régles de trois ”, on use plusieurs fois du principe suivant (qui vient donc compléter la résolution
deax+b=cparx= %):



1.1. LA PROCEDURE FANG-CHENG OU RECTANGULARISATION 9

o L R . . ax+by+---=c¢ -
Proposition 3. Soit a résoudre le systeme d’équations < y, ; on multipliea’x + b’y + --- = ¢’ par
ax+by+---=d
a, ce qui donne aa’x + ab’y + - -- = ac’, et I’on retire de cette derniére a’ fois la premiere ax + by + --- = c : il vient le
. ax+by+---=c
nouveau systeme : L, .
Ox+ (ab’ —a’'b)y+---=ac’ —d'c

Ultérieurement, en exercice 1.44, p.32, on reprendra 1’analyse de cet exemple et ’analyse des mouvements de
résolution en terme de multiplication par des matrices élémentaires.

1.1.4 Le probleme des beeufs du Soleil, d’Archimede

Il s’agit d’un probleme qu’Archimede, au troisieéme siecle avant Jésus-Christ, aurait inventé et mis sous forme
d’épigramme dans une lettre a Eratosthene de Cyréne. On ne connait en fait ce texte que depuis 1773, publié par
Gotthold Ephraim Lessing d’apreés un manuscrit grec de la bibliotheque Herzog August a Wolfenbiittel en Allemagne.
Le voici en exercice, dans le texte figurant dans (Les (Euvres complétes d’Archimedes (trad. de Paul Ver Eecke), éd.
Vaillant-Carmanne S. A., tome II, p. 545-547).

Exercice 7. Dans son probleme des beeufs du Soleil, Archimeéde pose deux questions successives — que nous repro-
duisons ci-apreés, la seconde étant beaucoup plus difficile. On demande de traduire la premiére en langage algébrique
moderne et de la résoudre, en valeurs entieres posiitives. On montrera que le total des bovins est un multiple de
50389082. Pour la seconde question on demande de la traduire en langage algébrique, jusqu’a montrer qu’elle
équivaut & résoudre en nombres entiers positifs ’équation y* — Cx* = 1 o C = 410286423278424. sans résoudre
cette équation constater que si le probleme d’Archiméde a une solution, le nombre total de bovins est plus grand que
1014,

1 — Ami, si tu as la sagesse en partage, apporte grand soin a calculer a combien s’élevait la multitude des beeufs
du Soleil qui, jadis, dans les plaines de I'1lle de la Sicile Thrinacienne, paissaient, répartis en quatre troupeaux de
couleurs différentes, 1’'un blanc de lait, I’autre d’un noir luisant, le troisiéme brun et le quatrieme tavelé. Il y avait
dans chaque troupeau un nombre considérable de taureaux répartis dans les proportions suivantes : imagine, mon ami,
que les blancs étaient en nombre égal a la moitié augmentée du tiers des taureaux noirs, et augmentée de tous les
bruns, tandis que les noirs étaient en nombre égal aux quatrieme et cinquieme parties des tavelés, accrues de tous les
bruns. Considere, d’autre part, que les tavelés, restants, étaient en nombre égal aux sixiéme et septiéme parties des
blancs, accrues de tous les bruns. Les vaches étaient réparties de la maniere suivante : Les blanches étaient en nombre
précisément égal aux troisieéme et quatrieme parties de tout le troupeau noir, tandis que les noires étaient de nouveau
en nombre égal aux quatrieme et cinquieéme parties des tavelées qui étaient toutes venues paitre en compagnie des
taureaux [c’est-a-dire en compagnie des taureaux tavelés ; donc le nombre des vaches noires est égal aux quatrieéme et
cinquieme parties de I’ensemble des vaches et des taureaux tavelés]. Les tavelées étaient, d’autre part, en nombre égal
aux cinquieme et sixieme parties de tout le troupeau brun, tandis que les brunes étaient en nombre égal a la moitié de
la troisieme partie accrue de la septieme partie du troupeau blanc.

Ami, si tu me dis exactement combien il y avait de beeufs du Soleil, quel était en particulier le nombre des taureaux
gras et en particulier le nombre des vaches pour chacune des couleurs, on ne te qualifiera ni d’ignorant ni de malhabile
en matiere de nombres ;

2 — mais tu ne pourras cependant pas encore compter parmi les savants. Des lors, observe encore les diverses manieres
dont les beeufs du Soleil étaient disposés : lorsque les taureaux blancs joignaient leur multitude aux noirs, ils se main-
tenaient en un groupe compact ayant la méme mesure en profondeur qu’en largeur, et ce carré remplissait entierement
les immenses plaines de la Thrinacie. D’autre part, les bruns et les tavelés réunis, sans que les taureaux d’autres cou-
leurs fussent présents ou sans qu’ils manquassent, étaient groupés de telle sorte que, le premier rang étant constitué
par un seul, ils formaient graduellement une figure triangulaire.

Ami, si tu trouves toutes ces choses de pair, et si, en un mot, concentrant tes esprits, tu exprimes toutes les mesures
de ces multitudes, va, te glorifiant d’avoir remporté la victoire, et persuadé que 1’on te juge completement consommé
dans cette science.
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La premiére question de 1’énoncé fait intervenir, pour le dire et I’écrire en langage moderne, huit inconnues entieres
positives dans sept équations : soit B, N, B’, T les nombres de taureaux blancs, noirs, bruns, tavelés, et soit b, n, b’, t
les nombres de vaches blanches, noires, brunes, tavelées. Les conditions exprimées se traduisent par le systeme :

b=+ N +n)

B=(+bHN+PB

(21 31) n=G+HT+1)
NZ(1+§)T+B, & 1 1

1 1 t:(g +g)(B,+b/)

b=Gxi+HB+b)

Ce probleme admet une infinité de solutions en nombres entiers positifs, fonction d’un parametre entier g, comme
nous allons voir. Stricto sensu, pour faire ’exercice il suffit de connaitre la régle de trois et son complément basique la
méthode de rectangulation, et aussi la décomposition des nombres en facteurs premiers et le fait que si p est premier
et si b et ¢ sont des entiers tels que p divisebc et ne divise pas b, alors p divise c; mais il faut aussi du temps et de
I’attention pour calculer juste.

11 s’agit de résoudre en entiers positifs le systeme linéaire, qui s’écrit encore :

+6B 5N -6B =0
20N -20B" -9T =0
-13B -42B" +42T =
—7N +12b  -Tn =0.
9T +20n -9 =0
-118 -110" +30r =0
-13B -13b +42b’ =0
+6B 5N -6B =0
Avec T comme parametre provisoire, les trois premieres équations s’écrivent 20N -20B" =9T
-13B -42B" =-42T
On trouve, par exemple par rectangularisation, B = %T = %T, N = %T = 23258799 T,B = % = %T, ou les

fractions sont bien irréductibles. Comme on veut des entiers il faut que 7 soit un multiple de 1580, soit T = 1580k,
k entier positif quelconque, et alors on a B = 2226k, N = 1602k et B’ = 891k. On reporte ces valeurs dans les quatre
dernieres équations et il vient le systeme ol k est donc un parametre entier a priori quelconque, mais qui ensuite devra
étre tel que les solutions soit entieres positives :

+12b -Tn =7x 1602k
20n -9t =9 x 1580k

-11" +30t =11x891k

-13b +42b0 = 13 x 2226k

- : . - 7 1, — 1 709 9N = 1 63 63 . _ T 63
I:)z;r ?l]letltu]t]lOl’lS suc7:cess1vﬁe3s :b ;93 5N +69132n = 712N +6%2(20T69—; 550 ;9312]]:/ + 2?(3)T + 2t = 12N6943- lzng +
/ 7 — 065 0675 4 075 VA . 065 0675 / 095 (15 15 _ X123 _—
2108 + 550) = N + 56T + e B+ 735b’ = 5N + 35T + 75068’ + 135 (33 B + 33b), et done (1 - 25555 )b =

LN+ 25T + 55 B + 250 B, s0it (7200x 42— 693 % 13)b = 7x 42X 600N +63x42 % 30T +693 X42B’ + 693 x 13B,

ce qui, compte tenu de ce que 7200 X 42 — 693 x 13 = 4657 x 63, devient 4657b = 2800N + 12607 + 462B’ + 143B.

Si I’on remplace N, T, B’ et B par leurs valeurs, cela devient b = 7%406653760& et, puisque 4657 est premier, pour que
b soit entier il faut et il suffit que k soit un multiple de 4657, soit k = 4657g,et donc il vient b = 7206360q, g
étant un entier quelconque. Ensuite, connaissant b, on trouve successivement n, t et ' : n = 2B — N = 4893246¢,

-7
t= %n — T =3515820q, b’ = %t — B’ =5439213¢, et ces nombres sont bien entiers.
On a trouvé B = 2226 X 4657¢q, N = 1602 x4657q, B’ =891x4657q, T =1580x4657¢,doncona:

B =10366482g, N =7460514q, B =4149387g, T = 7358060q,
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b =7206360g, n =4893246q, b' =5439213q, = 3515820q.

et le total est : 503890824.
La seconde question de I’énoncé impose deux conditions supplémentaires :

{B + N = nombre entier positif carré = m?

B’ + T = nombre entier positif triangulaire =1 +2+---+(n—-1)+n = @ ’

soit en reportant B + N = 2226k + 1602k = 3828k = 3828 x 4657q = 17826996¢, et B’ + T = 891k + 1580k =
17826996 = m>

11507447¢ = "0
17826996 = 3 x 11 x 29 x 4657, la premiére condition 3 X 11 x 29 x 4657g = n? revient 3 g = 3 x 11 X 29 X 4657x2,

2471k = 2471 x4657q = 115074474, les conditions : { . Si on décompose en facteurs premiers

et alors pour satisfaire aux deux il faut trouver x et z entiers tels que 11507447 x 3 x 11 x 29 x 4657x> = "("T”), soit :
102571605819606x> = L ou bien encore :
+1
337 x 11 %29 x 353 x (4657)%% = %
Si I’on tient compte de ce que ”(”T“) = %((Zn +1)? — 1), cette équation devient, en posant 21 + 1 = y, entier impair :

8x3x7x11x29x353x(4657)*>x> = y> — 1. Ainsi le probléme se raméne, en posant
C=2x3x7x11x29x 353 x(4657)* = 410286423278424,

a trouver deux entiers x et y tels que
Y —Cx* = 1.

Eventuellement on remarquera que C = 2 X 3 X 7 X 11 x29 x 353 x (2 X 4657)?, soit C = 4729494(9314), et on aura
une solution de y* — Cx? = 1 en cherchant une solution de y* — 4729494x? = 1 telle que x soit un multiple de 9314.

Si (x,y) est solution de y?> — Cx> = 1, alors on prend g = 17826996x, et notamment le nombre total de beeufs est
50389082 x 17826996x%. Sans méme résoudre 1’équation y> — Cx?> = 1 on voit déja que si le probléme a une solution
elle est plus grande que 10'*. En fait il y en a une, mais bien plus grande que cela ! mais pour I’instant nous retenons
donc le résultat suivant :

Fin de ’exercice (conclusion provisoire du probléme) : La solution minimal pour le nombre total de beeufs est
50389082 x 178269962, ol x est le plus petit entier tel qu’il existe un entier y avec y> — 410286423278424x> = 1.

En 1965 H. C. Williams, R. A. German, and C. R. Zarnke (Solution of the cattle problem of Archimedes, Ma-
thematics of Computation, vol. XIX (1965), 671-674) ont annoncé une solution compléte du probleme, le résultat
étant déposé sur les Unpublished Mathematical Table du journal. En 1981, Harry L. Nelson a publié (A solution to
Archimedes cattle problem, Journal of recreational Mathematics, vol. 13 (1980-81), 162-176) la plus petite solution
pour le nombre total de beeufs, soit un nombre “astronomique” dont 1’écriture comporte 206545 chiffres et s’écrit
7760271406 . ..9455081800. On peut donc la voir intégralement imprimée sur environs 70 pages. Pour la dire (en
énoncer les chiffres) cela demanderait quelques jours. Et encore nous travaillons avec notre écriture décimale des
nombres, dont ne disposait pas Archimede et ses contemporains. Méme le systeéme de notations des grands nombres
d’ Archimede semble peu praticable dans ces ordres de grandeurs. Et puis, sachant que la Sicile a une surface d’environ
25708 km?, on pourra calculer la place laissée a chaque beeuf !

1.1.5 Exemples simples anciens et modernes
Voici, extrait encore du Jiuzhang suanshu par Pierre Gabriel (Matrices, géométrie, algébre linéaire, Cassini, Paris,

2001, p. 607), un sujet de concours d’entrée a I’école mandarinale supérieure T ai-hsueh de Xi’an (époque Han, 123
avant J.-C), avec 5 conditions pour 5 inconnues :
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Exercice 8. Les candidats devront résoudre : 9 boisseaux de chanvre, 7 de froment, 3 de haricots, 2 de féves et 5 de
millet cotitent 140 pieces de monnaie, 7 boisseaux de chanvre, 6 de froment, 4 de haricots, 5 de feves et 3 de millet
coiitent 128 pieces de monnaie, 3 boisseaux de chanvre, 5 de froment, 7 de haricots, 6 de feves et 4 de millet coiitent
116 pieces de monnaie, 2 boisseaux de chanvre, 5 de froment, 3 de haricots, 9 de féves et 4 de millet coiitent 112 pieces
de monnaie, 1 boisseau de chanvre, 3 de froment, 2 de haricots, 8 de feves et 5 de millet coiitent 95 piéces de monnaie.
Combien coiite un boisseau de chaque denrée ?.

Et voici un probleme que I’on trouve dans I’ Arithmétique pratique de Clavius de 1583 :

Exercice 9. On cherche trois nombres tels que le premier, ajouté a 73, fasse le double des deux autres; le second,
avec 73, fasse le triple des deux autres, le troisieme enfin, avec 73, fasse le quadruple des deux autres.

On trouvera 7, 17 et 23.

On trouvera dans David C. Lay (Algebre linéaire. Théorie, exercices & applications, de boeck, 2004) de nombreux
problémes linéaires concrets d’aujourd’hui qui fondamentalement demandent essentiellement la méme procédure de
rectangularisation. Voici des exemples simples en exercices.

Exercice 10. On sait que, pour 100 g, le lait écrémé fournit 36 g de protéines, 52 g d’hydrates de carbone et 0
grammes de lipides, que la farine de soja fournit 51 g de protéines, 34 g d’hydrates de carbones et 7 g de lipides,
que le petit-lait fournit 13 g de protéines, 74 g d’hydrates de carbone et 1,1 g de lipides, on demande de déterminer
une combinaison de lait écrémé, de farine de soja et de petit-lait qui fournissent les quantités requises par le régime
basses calories dit “de Cambridge” (en vogue vers 1980), a savoir 33 g de protéines, 45 g d’hydrate de carbone, 3 g
de lipides.

On montrera qu’il faut 277,77 g de lait écrémé, 39,2 g de farine de soja, et 23,3 g de petit lait.

Exercice 11. Considérons I’économie de trois secteurs : charbon, électicité, acier, dans laquelle chaque secteurs
distribue sa production ou “output” entre lui-méme et les deux autres, et regoit son “input” de lui-méme et des deux
autres : pour les outputs, le charbon fournit de sa production 0% au charbon, 60% a [’électricité, 40% a [’acier,
Iélectricité fournit de sa production 40% au charbon, 10% a [’électicité, 50% au charbon, et I’acier fournit de sa
production 60% au charbon, 20% a I’electicité et 20% a l’acier; quand aux inputs ou besoins, le charbon recoit 0%
de la production du charbon, 40% de la production de I’électricité, 60% de la production de I’acier, I’électicité re ¢
coit 60% de la production du charbon, 10% de la production de I’électricté, 20% de la production de I’acier, et I’acier
recoit 40% de la production du charbon, 50% de la production de I’électricité, et 20% de la production de I’acier.

On demande de déterrminer les prix des productions totales du charbon, de 1’électricité et de I’acier qui permette
I’équilibre du syst me, c’est-a-dire, pour chaque secteur 1’égalité des recette et des dépenses.

On montrera que si le prix de la productions d’acier est 100 millions d’euros, alors le prix de la production de charbon
doit étre de 94 millions d’euros, et celui de la production d’électricité de 85 millions d’euros.

Exercice 12. On sait que le propane C3Hg interagit avec I’oxygene 0, pour former du dioxyde de carbone CO; et de
l’eau H>O.

1 — On demande de pondérer ou équilibrer I’équation de réaction combustion du propane : aC3Hg + bOy — ¢CO; +
dH»O0, c’est-a dire de trouver les coefficients entiers a, b, c et d tels que figure dans chaque membre les mémes nombre
d’atomes de chaque corps purs C, H et O. On trouvera CsHg + 50, — 3CO, + 4H,0.

2— Equilibrer la réaction : B,S3 + H;0 — H3BOs + H,S.
3— Equilibrer la réaction : NazPOy4 + Ba(NO3)> — Baz(PO4); + NaNOs.

1.2 Matrices de systemes linéaires : opérations, partitions, inversions.

Un ouvrage de référence aujourd’hui sur les matrices est celui de F. R. Gantmacher (The theory of matrices, vol.
[ & II, Chelsea, 1959, 1960, 1977, translate from russian by K. A. Hirsch.), ot I’on trouvera de plus les références de
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67 livres ou monographies et de 296 articles sur le sujet, et une bonne idées des travaux sur le sujet jusqu’aux années
1960.

Le nom de matrice pour désigner un tableau rectangulaire de nombres, fut inventé en 1850 par James Joseph
Sylvester [1814-1897] Collected Math. Papers, 1, 145-51, 1850. En 1855, Arthur Cayley [1821-1895] introduisit —
idées décisives — les produits de matrices et les matrices inversibles (Collected papers, 2, p. 185-88, 1955, puis 2,
475-96, 1858.), et, par la, I’algebre abstraite des matrices considérée per se et logiquement, en particulier en aval
de la théorie des déterminants déja bien développée a ce moment. Historiquement 1’algebre abstraite des matrices
couronne la théorie des déterminants, et cette théorie des matrices sera elle-méme ensuite comprise dans celle des
espaces vectoriels et des algébres.

Les problémes qui reviendraient a la résolution de systémes d”’equations linéaires peuvent tres bien se résoudre
sans théorie des espaces vectoriels, et méme sans algebre matricielles, voir sans algebre, sans notations littérales pour
les inconnues, sans équations, comme nous venons de le voir dans la pratique chinoise. Mais pour celui a qui la notion
d’inconnues et d’équations est familiere, il est naturel d’en emprunter maintenant 1’écriture. Le seul inconvénient
aujourd’hui — dont on est donc bien prévenu — serait de croire, du coup, que la mathématique chinoise ancienne était
déja de I’algebre au sens moderne, qu’ils avaient la notion d’équation d’aujourd’hui, etc ! Dans les années 1950, un
moment crucial de la formation mathématique élémentaire en France était précisément celui ou, apres avoir appris les
procédures arithmétiques et comptables a 1’école primaire, on expliquait comment tout cela pouvait se faire aussi, plus
uniformément et donc plus aisément, par I’algebre, ou par exemple les variétés de la reégle de trois étaient repensées
dans les transformations de 1’équation mx = b. Avec les notations et les regles de constructions et calculs des matrices
et équations matricielles, on arrive a une modification semblable a partir de la procédure fang-cheng, qui est repensé
alors comme un algorithme pour transformer et résoudre les équations matricielles MX = B.

Un systeme linéaire de [ équations a ¢ inconnues a coefficients et données des nombres est un systeme de la forme :

M1’1X1+M1’2X2+...+M1’ij+...+M1,CXC =Bl
M2,1X1 + M2’2X2 + ...+ Mz,ij +...+ M2,CXC = 32

M Xi+MixXo+ ...+ M Xj+...+ M X. =B

M1’1X1 +M[’2X2+...+M1,ij+...+M1,cXC = B[

On considere les By, ..., B;, ..., B; comme des données, et les X;,...,Xj,...,X. comme des inconnues. Les nombres
M, ; sont appellés les coeflicients, et leur spécification simultanée s’appelle la matrice du systeme. Le probleme est
donc, les M; ; et les B; étant connus, de trouver les X ;.

Exercice 13. Constater que le probléme ci-avant cité de I’école T ai-hsueh (p. 12), s’écrit :

9X1 + 7X2 + 3X3 + 2X4 + 5X5 = 140
7X1 + 6X2 + 4X3 + 5X4 + 3X5 = 128
3X1+5X, +7X3 +6X4 +4Xs = 116
2X1 +5X, +3X3+9X, +4Xs = 112
1X; +3X, +2X3 +8X, +5Xs = 95

1.2.1 Définition des matrices, colonnes, lignes, transposition, sommes, produit par scalaire

Définition 1. On définit une matrice M a I lignes et ¢ colonnes, ou de type | X ¢, — pour [ et ¢ deux entiers —, comme
une donnée d’un tableau rectangulaire de nombres M; ;, — tableau ouvert et fermé par des parentheses, comportant c
colonnes et [ lignes, avec, a la place (i, j), ¢’est-a-dire au point de concours de la ligne i et de la colonne j, le nombre
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M; ; (le premier indice i est dit indice de ligne et le second est dit indice de colonne) — soit de la forme

My My, ... M,

M2,1 Mz,z e M2,c
M= ) . )

M]J M[’z e Ml,c

Quand on écrit effectivement le tableau, les indices i et j sont optionnels, pour rappeler donc la place du nombre M, ;.
Vue comme une double liste, la matrice M sera aussi notée brievement M = (M, j)1<i<1,1<j<c-

Sil = c =d, au lieu de parler de matrice de type d X d on dira plutot matrice carrée de dimension d.
Si besoin est on notera | = lig(M), ¢ = col(M), I X ¢ = type(M), d = dim(M).

My, M, ... M, My, M, ... M,
_ _ . My M, ... M, My M, ... M,

On trouve aussi pour les matrices la notation . ou encore . .
My Mgy ... M My Mgy ... Mg

Pour notre part nous réserverons les crochets a la description des constructions par blocs.
Ici Par exemple les matrices carrés de type 1 X 1,2 X% 2,3 X 3,4 x 4 et 5 X 5 prennent les formes

a b c @ b ocd ;Z;‘f;’
()’ ab’ d e [, e.fgh’ k I m n o
c d noi i j k1 ;
g i mon oo p p q r s
u v ow xy

Exercice 14. Constater que la matrice des coefficients des inconnues du probléme de I’école T ai-hsueh ci-dessus est

b

Il
— N W o
SNV IV e RN
DWW
00 O O\ L N
(A SRV I

Définition 2. Deux matrices M et N sont égales — et on écrit alors M = N — si et seulement si elles ont le méme type
I X c et a chaque place (i, j) le méme coefficient M; j = N, ;.

Définition 3. Une matrice carré U de dimension d est dite triangulaire supérieure (soit en anglais upper triangular)
[resp. est dite triangulaire inférieure (soit en anglais lower triangular] si et seulement si les termes sous la diagonale
Ui1Usy ... Uyyg soit les U, j tels que i > j sont nuls [resp. les termes au-dessus de la diagonale Ly 1Ly, ... Lgg soit
les L; j tels que i < j sont nuls ] ; c’est dont une matrice de la forme

Ug Ui o0 o0 Uia Ly 0 ... ... 0
0 L2,1

U~ : . . : . resp. L=

. . Udfl,d 0
0 R Ud,d Ld,l Ld,d—l Ld,d
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Une matrice carrée qui est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure est dite diagonale, et est donc de
la forme

Dy, O ... ... ... O
0
D=
: . . 0
0 ... ... ... 0 Dyy

Si les termes diagonaux sont notés d; = D;;, alors la matrice D est notée
D= diag[dl, dz, ey dn]

Concernant les matrices quelconques, nous allons en considérer les colonnes, les lignes et la transposition.
Etant donnée une matrice M quelconque, on désigne par M, ; sa j-itme colonne, et par M;, sa i-iéme ligne,
c’est-a-dire
M,
M,

M, ; = ) , M= (Mm M, ... Mi,c)-
Ml’]
Ce sont des matrices de type X 1 et 1 X ¢ que I’on appelle matrice-colonnes et matrice-lignes, ou simplement colonnes
et lignes au sens suivant :

Définition 4. Une matrice C de type | X 1, soit

Cia
Ca

C=Cy=1| . [,
Cia
de type I X 1, et abrégée en C = C»; = (Ci1)i1<i<s, est dite colonne de hauteur [ ; c’esr un cas particulier de matrice
triangulaire inférieure.

Et une matrice
L=Liy= (L Lga ... L),

de type 1 X ¢, et abrégée en L = Ly = (L1 j)i<j<c est dite ligne de longueur c; c’est un cas particulier de matrice
triangulaire supérieure.

Dans une colonne seule, isolée, le second indice devient superflu, comme I’est le premier dans une ligne isolée ; on
pourra les omettre, voire omettre méme tout signe tel que le placement d’un “ ?” permettant de connaitre le type, et/ou
la place dans une matrice plus vaste.

Exercice 15. Les matrice-colonnes des inconnues et des constantes aux seconds membres du probléme de 1’école
T’ai-hsueh ci-dessus sont

X, 140
X 128
x=|x:|, B=|116
X, 112

Xs 95
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Définition 5. La transposée de la matrice M = (M; )1<i<i1<j<c» de type | X ¢ est la matrice notée M, de type ¢ X I,
obtenue en échangeant les rdles des lignes et des colonnes de M, soit telle que M, j = M;> ou encore M/, = Mo, et
dont le coefficient a la place (i, j) est donc

M= Mj;.
Cette transposée est donc le tableau
My, My ... M
MT M1,2 Mz’z R M[!g
M, My, ... My
Proposition 4. Pour toute matrice M on a
MHT =M.

On se gardera bien de confondre la matrice M avec la matrice M.

Exercice 16. Vérifier que pour la matrice A ci-dessus on a

T

9 7 3 25 9 7 3 2 1
76 4 5 3 76 5 5 3
AT=13 5 7 6 4| =3 4 7 3 2
2 53 9 4 2 56 9 8
1 3 2 85 5 3 4 45

Proposition 5. Par transposition on passe des objets de type ligne aux objets de type colonnes, des matrices triangu-
laires supérieures aux matrices triangulaires inférieures, et réciproquement.

Cia
. . . - Cy1 —_—
Ainsi la condition C = LT ou (Ci)i<ist = (L1, ){cjecs0u | . | = (Liy Lz ... L) ,signifiequel=c=
Ci

detque Cy = Ly, pour tout m < d. Au plan de la pratique typographique des écritures mathématiques, le signe “T”
nous permet d’indiquer en ligne horizontale un objet qui consiste d’une colonne verticale, ce qui permet souvent de
sauver de la place.

Ensuite, dans un type [ X ¢ fixé, on considere, pour les matrices les opérations de somme (ou addition) et de
multiplication par des scalaires éléments de K, dite, plus brievement multiplication scalaire.

Définition 6. La somme de deux matrices de méme type M = (M, j)1<i<ii<j<c €t N = (N;j)i<i<i1<j<c €St la matrice
notée M + N, de méme type et dont le coefficient a la place (i, j) est

(M+N),"j = M[’j-i‘N,',j.

My My ... M Nii Nip ... Nig
Mzg] M2,2 s MZ,C Nzyl N2’2 . N2,c
Donc avec M = : . . . etN = . ) .|, la somme vaut :
My Mg ... M Nii Nipooo.. Nie
Mi1+Niy Mip+Nip ... Mo+ N,
M1+ Ny Map+Nap ... M.+ Ny,
M+N = N . . .

M[yl +N1’1 M1’2+N[,2 Ml,c +N[’C
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—103+1—55_0—58

8 7 -4 7 -7 3) \15 0 -1)°
Exercice 18. Etant donnée une matrice quelconque M on désigne par My j) la matrice de méme type ayant toutes ses
colonnes nulles, sauf la j-eme égale a M, ;. Alors on a

Exercice 17. Constater que

M = M[gy]] + e+ M[)’j] + .. .M[g,c].

Définition 7. La multiplication scalaire de la matrice M = (M j)1<i<i1<j<c par le nombre A a gauche est la matrice
notée AM, de méme type que M et dont le coefficient a la place (i, j) est

(AM);j = AM; ;.
Ce produit scalaire est donc le tableau
AMy, AMi, ... AMi.
AMyy AMy, ... AMy,
AM = . . .
/lM[,l /lM[’z e ﬂM[’C

On définit de méme la multiplication scalaire MA de M par A a droite. Comme nos produits de nombres sont
commutatifs (xy = yx pour tous nombres x et y), alors on a toujours AM = MA. On parle donc simplement de
multiplication scalaire, sans avoir a préciser a gauche ou a droite.

Exercice 19. Constater que
9 -1 0 3\ 7 1 -5 5\ (-16 35 -8
8 7 -4 7 -7 3) 7\ 23 112 -47)°

Avec la somme et la multiplication scalaire de matrices, on peut alors penser aux systeémes d’équations comme a
une seule équation aux inconnues des nombres et a coefficients des matrices colonnes, et écrire un tel systeme ainsi :

M, M, M, ; M. B,
X+ Xt )X+ [ Xe=
M, M, M, ; M, B,

ou bien, de fagon plus compacte : Mo X| + Moo Xo + ...+ My ;X; + ...+ My X, = B, si bien que

Proposition 6. Résoudre un systeme de matrice M revient a trouver une écriture de la colonne B comme combinaison
des colonnes de M de la forme

X1M731 +X2M7’2 +...+ X_,'M?J + ... +XL.M7’L. =B.

Proposition 7. On a
(uM +vyN)" =uM™ + N,

Proposition 8. Toute matrice carré M se décompose de facon unique en une somme
M=S +A,

ot S e est symétrique c’est-a-dire telle que ST = S et oii A est antisymétrique ¢’est-a-dire telle que AT = —A.
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EneffetsiM =S +Aalors M" = (S +A)" =ST+AT =85 —A,etdonc M+ M" =2S et M —M" = 2A. On
adonc S = 2(M+MT)etA=L(M-MT).On conclut en vérifiant que S ST = (M +M™)" = L(MT + (M™)T) =
IMT+M)=Setque AT =IM-M")" = M -M")") = LM - M) =-5.

Exercice 20. Trouver S symétrique et A antisymétrique telles que S + A = M pour

0 -4 6
320 -1
12 0 O

1.2.2 Produit de matrices, équations matricielles

Pour aller plus loin on considere une derniére opération nommée le produit ou la multiplication des matrices, qui
jointes aux opérations précédentes permet de consid’erer les équations matricielles.
Produits de matrices

Définition 8. Le produit de deux matrices M et N, la premiere M de type (g, p) et la seconde N de type (r,q), est la
matrice notée P = NM, de type (r, p) et dont le coefficient a la place (i, j) est

IDLj = (PJAl)Lj = LlAllj +-[VL2A42J'+-... +-[VL4A4qJ = j{: ]VikﬂlkJ.
1<k<q

En particulier si M est carrée de type g x g, on pose M° = I, et, pour tout entier nleq0, MM = (M"MM.

Le produit NM = P s’effectue concretement en disposant N a gauche sous M et on écrit le résultat dans 1’espace
sous M et a droite de NV :

AlLl ce Alhj ce Ale
A421 . A4QJ . A4lp
. . . =M
Mq,l qui Mq,p
thl PJLz e pJLq })Ll . })Lj . })Lp
N = ]VQJ [JLZ ce ]VLq ])Ll . })Lj - I)Lp =P=NM
N, N ... Ny P,y ... P ... P,

En fait, cette disposition pratique pour faire le calcul généralise celle que 1’on connait pour les fables de multiplication
(cas ou g = 1). Et la matrice produit NM peut aussi étre comprise comme la somme

NM =" NoiMy,

1<k<q

des g matrices N, My -, qui sont les tables de multiplication de la k-iéme colonne de N par la k-ieme ligne de M, pour
k variantde 1 a q.
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On ne confondra pas cette disposition pour faire pratiquement le calcul de P avec I’écriture de 1’égalité explicite
de NM = P en juxtaposant en ligne les matrices N et M, dans cet ordre, comme ceci donc :

Nl,l N1,2 Nl,q P],l Pl,j Pl,p
. ) : My ... My; ... M, . ) .
* : * ° M2,1 R MZ,J e M2,p : * N ° *
Ni,] N,"z A Ni,q . . . . . = Pi,l ce P,',j Ce P,‘,p
oo My L My, oM, oo
N Na ... Ny ! ! o Po ... P ... P,

Proposition 9. La multiplication des matrices est associative, c¢’est-a-dire que si trois matrices L, M et N, sont de
types respectifs p X o, ¢ X p et r X q, de sorte que les deux composés (NM)L et N(ML) sont définis, on a

(NM)L = N(ML).

En effet on calcule (NM)L);x = > (NM); Ly = > (>, NiuMu)Lox = >, >, (NiuM,,)L, i, et puisque pour
trois nombres a, b et ¢ on a I’associativité (cb)a = c(ba), celadevient >, >~ N; (M, Lyy) = >, >, Niw(MyyLyj) =
Zu Ni,u(Zv Mu,va,k) = Zu Ni,u(ML)u,k = (N(ML))lk

Proposition 10. Si NM est défini, MN ne l’est pas nécessairement, et si c’est le cas, en général MN + NM (la
multiplication des matrices n’est pas commutative). Si NM est défini, alors M"NT ’est aussi, et ’on a

M™NT = (NM)".

Pour toute matrice M les produits M™M et MM™ sont bien définis, et ce sont des matrices carrées symétriques
c’est-a-dire des matrices carrés C telles que C = CT.

Exercice 21. Calculer pour la matrice A du probléme de I’école T’ ai-hsueh ci-dessus, le produit B = AT A qui s’écrit :

9 7 3 21 9 7 3 25
76 55 3 7 6 4 5 3
B=ATA=[3 4 7 3 2 357 6 4
2 56 9 8 2 53 9 4
5 3 4 45 1 3 2 8 5

Observer que B est symétrique c’est-a-dire que BT = B, et expliquez pourquoi.
Proposition 11. Si M et N sont des types convenables,
a(NM) = (aN)M,
et la multiplication des matrices est bilinéaire, c’est-a-dire que, toujours si les types sont convenables :
(AN + 'NYM = (AN)M + (I'N")M,
NQAM + A’M’) = N(AN) + N(A'N').

On va utiliser aussi, dans chaque type / X ¢ ou d X d, deux matrices tres particulieres, qui sont les matrices dont les
coefficients a la place (i, j) sont

(Oixe)ij = 0,
1, sii=j;
]I iji=
Ta)is {O, sinon.
011 012 ... O Iy O ... Oy
021 022 ... 0 021 1lap ... Oy
Ce sont donc : Oy, = } etly = .. .

01’1 0[,2 Ol,c Od,l Od,z 1d,d
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Définition 9. Les matrices Q. sont appelées matrices nulles, et les matrices 1y (cas | = ¢ = d) sont dites matrices
identités. Si l = ¢ = d, alors Oy, sera noté simplement Q. Si les types en jeu sont clairs, on écrira méme simplement
Oetl

Proposition 12. Les matrices 1 sont neutres pour le produit, c’est-a-dire que si M est une matrice de type | X c, alors
ona

LM = M = ML.

Les matrices O sont nulles pour le produit, c’est-a-dire que si M est une matrice de type | X c, alors on a

O/M = O = MO,.

Equations linéaires comme équations matricielles.

Bien que Cayley ait défini le produit de matrices en référence explicite avec la composition des transformations
linéaires — nous y reviendrons —, on peut aussi soutenir que la multiplication des matrices est ad hoc, qu’elle est
définie comme elle I’est justement pour permettre de présenter un systeéme d’équations linéaires sous forme matricielle.
Dr’ailleurs les deux points de vue se rejoindrons quand on comprendra le rapport entre transformations linéaires et
systemes d’équations linéaires.

En effet, un systeme linéaire s’exprime aussi, d’une part, on 1’a vu, en une équation vectorielle
M7,1X1 + M7!2X2 +...+ M7,ij +...+ M7,CXC = B;
et, d’autre part, en notant donc M, » la i-¢me ligne de M, en le systeme des [ équations

M 2X = By, My2X =B, ..., M;»X = B, ,M;2X = B,.

Sous une forme ou I’on ne choisit plus de privilégier les colonnes ou les lignes, le systéme s’écrit aussi :

X B,
My, My, ... M\ [% By
sz] M2,2 MZ’C
S Xi| |Bi|’
M[,l Ml,2 e MI,C : :

X, B.

ou encore, forme ultime la plus ramassée, avec X et B des matrices colonnes :
MX = B.

Exercice 22. Constater que le probleme de I’école T ai-hsueh (p. 12) se laisse écrire matriciellement sous la forme :

9 7 3 25 X 140
76 4 53 b€} 128
357 6 4 X; | =|1161,
2 53 9 4 X4 112
1 3 2 8 5 X5 95

soit, sous forme compacte :
AX = B.



1.2. MATRICES DE SYSTEMES LINEAIRES : OPERATIONS, PARTITIONS, INVERSIONS. 21

Quand a la question de trouver M tel que NM = P, elle équivaut a la conjonction pour tous les j des systemes
N(M- ;) = Py qui sont chacun du genre NX; = B; avec des matrices colonnes X; = M, ; et B; = P, ;. Si donc
maintenant on considere N et P deux matrices de type r X g et r X p, et X une matrice inconnue de type convenable,
soit de type g X p, on voit qu’une équation matricielle NX = P est encore un systeme de systemes d’équations linéaires,
soit en fin de compte un systeme d’équations linéaires. On pose donc

Définition 10. Si N et P sont de types r X q et r X p, une solution de 1’ équation matricielle linéaire NX = P est une
matrice X = M de type g X p telle que
NM = P.

Proposition 13. La résolution de I’équation matricielle linéaire NX = P est linéaire, en ce sens que si P est une
combinaison linéaire P = o’ Q' + a”’ Q" et si M’ et M"" sont respectivement des solutions de NX = Q' et NX = Q”,
alors la combinaison linéaire M = o’ M’ + @"” M" est solution de NX = P.

Premiéres équations polynomiales a inconnues matricielles, nombres complexes.

Définition 11. Soitn > 1 et Ay, A,-1, ..., A1, Ag des matrices de type r X q. Une solution de I’ équation matricielle
AX' + A X+ AX+ A= O,xq est une matrice carrée X = M de type q X q telle que

AM" + Ay tM"™ 4+ ALM + Ag = O,y

. . , . a b . .
Proposition 14. Pour toute matrice carrée de type 2 X 2, soit C = (c > on a l'identité :

d
C?> - (a+d)C + (ad - be)l, = 0.

Proposition 15. La matrice C = (? _ZO) vérifie
—aj

C2 +a;C +aply =0.

Proposition 16. Si a et b sont deux nombres, on forme le nombre complexe z = (Z _ab>. Avec I = <(1) ?) et

-1
J = ((1) 0 ) onaz=al+bl, etenposant] = 1 et] =i, on a z = a + bi. La considération de la transposition

et des composantes symétriques et antisymétriques des matrices donne, dans le cas des complexes, la conjugaison
Z=2z" = a- bi, la partie réelle Rz = %(z +z") = a, et la partie imaginaire pure 37 = %(z -7 =bi.SiJz=0, zest
0

On a J? = -1, soit i* = —1, et donc le produit des complexes se fait en développant :

o a 0 ‘e
ditréel, et 7 = < a) est “assimilé” au nombre a.

Zz=(a" +b'i)a+bi)=(d'a-b'b)+ (@b +Dba.
Le produit des complexes est commutatif ¢’est-a-dire que zz' = 7'z

- = - a -b - a b
Onazz =7z =a*+b% 7+7 = 2a, et les nombres complexes 7 = (b a) =a+biet7= (—b a) = a+ bi vérifient

#-2az+d* + b =0.

1 — -1

Le complexe 7 = a + bi admet un inverse — soit un complexe 77 tel que z.z7' = 77'.z = 1 — si et seulement si

2,32 -1 : -1 _ 2a—z _ _z
a”+ b= #0, etalors 77" est unique est vaut 7 = 725 = .

Exercice 23. Soit @ = u+vi et B = p + qi deux nombres complexes. Interpréter ’équation az = B, ot 'inconnue 7 est
un nombre complexe 7 = a + bi comme un systeme linéaire aux inconnues a et b. Résoudre.
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Proposition 17. Pour tout nombre complexe A = a + bi # 0 il existe deux racines carrées parmi les complexes c’est-
a-dire deux nombres complexes z = u + vi tel que 2=A8Sib=0cta>0,0onav=0etu=++a etz==+ \a; si

b=0eta<O0alorsu=0,v=++—-aetz== —ai;etdanslesautrescasona:v=i—y/%(\/a2+b2—a),v¢06t

L Asoitzzi[++ l(‘\/(12+bz—a)l}.
2v %(W—a) 2

u=

Exercice 24. Déterminer les racines carrées complexes des complexes : =2, i, 1 + i, 47 — 49i.

epe . . - . - . r - .
Proposition 18. Soit trois complexes a = <Z pq) =p+gqi,B= <Z rs) =r+siety = (u t”) =t+ ui

e . . . woXx N . .
et soit I’équation ou l'inconnue est une matrice X = y oz de type 2 X 2, et ot les coefficients sont donc aussi des
matrices de type 2 X 2 :

aX? +BX + 7y = 0,

c’est-a-dire, en détaillant les matrices :

AL I (O O R R B (9

c’est-a-dire encore le systeme de quatre équations du second degré aux inconnues les nombres w, x,y, Z et aux coeffi-
cients les nombres p,q,r, s, t,u :

pw? + pxy —qyw —qzy +rw— sy +1t =0
gw? +qxy + pyw + pzy + sw+ry+u =0
PWX + pxz—qyx —qz> +rx—sz—u=0
qwx + gxz + pyx + p22 + sx+rz+1=0

, . . . . N . wo = y
Cette équation admet toujours au moins une solution ot 7 = w et x = =y, soit de la forme X = <y 1/3] , ¢’est-a-dire
donnée par un nombre complexe Z = w + yi, car on se raméne a la détermination d’une racine carrée d’'un complexe
via ’identité 5
—4a
aZ} +BZ +y = a((Z+ By —5727)
2a 4a
En fait I’équation admet au plus deux solutions complexes. Mais elle peut évidemment admettre d’autres solutions X

parmi les matrices 2 X 2.
Exercice 25. Résoudre parmi les complexes I’équation Z*> +iZ — 1 = 0.

c
f |, onalidentité :
i

OGN

a
Proposition 19. Pour toute matrice carrée de type 3 X 3, soit C = | d
8

C* —(a+e+D)C?+ (ae +ai + ei — fh— bd — gc)C — (aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg)lz = Os.

0 0 —d
Proposition 20. La matriceC= |1 0 —a; | vérifie
0 1 —day

C3 + +02C2 +a;C + aplz = 0.

0 0 1 01 0 1 0 1 0 1
Exercice 26. Soit lamatriceA= |1 0 1|.CalculerA?=10 1 1],A3=(1 1 1], 4*=]1 2
01 0 1 0 1 0 1 1 1 1

Montrer que A® = A + 15, et en déduire que A =A%+ A que A=A +A+1 A=A =A?+ 24 + L.
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1.2.3 Partitions de matrices en blocs

Définition 12. Pour i = 1,2 et j = 1,2 soit B; j une matrice de nombres de type I(i) X c(j). On constitue alors une
matrice A de nombres de type (I(1) + I(2) X (c(1) + c(2)) en placant — débarrassées de leurs parenthéses — B), a
droite de By |, By, sous By et By, a droite de B, et sous B, ce que I’on note ainsi

Bi,1 B
I e
{BZ,I Bz,z]

On dit que A est construite par blocs B; j, et que les B; ; forment une partition de A en 2 X 2 blocs. et nous réservons
donc les crochets pour la description de cette construction par blocs.

Définition 13. On définit une partition en g X p blocs comme une matrice M obtenues par juxtaposition de matrices
M, j sous la forme

Ml,l Ml,j Ml,p

M2,1 Cen Mz" . Mz,
m=| - I

Mq‘l Mq,j Mq‘p

ou pour chaque k donné quand j varie toutes les My ; ont le méme nombre de lignes et, pour chaque j donné quand k
varie toutes les My ;j ont le méme nombre de colonnes.

Définition 14. Un cas particulier important de partition est celui d’une matrice de type 21 X 2¢ décomposée en blocs
ai j —b,"j

de types 2 X 2 de la forme “nombre complexe” M; ; = <b< o
ij ij

) = z;,j. On considére alors que I’on a une matrice

a coefficients complexes de type [ X c notée

21,1 R4 I A4 W
22,1 -+ 22,5 -+ 22¢
A1 eee Zj o oeee Ze

Proposition 21. Une partition peut toujours étre considérée comme obtenue par étapes emboitées comme par exemple
A B C
D E F
G H] [1]

. o (1 =Ty L (3 0\ L, (9 9 _ (=10 -1
Exercice 27. ConstaterqueszA—(O 5>,B—(_2 1),C—<0 O),etD—<3 1),alors

1 -7 30 1 -7 3 0
A B| _ <O 5 > (—2 1) 10 -2 1
{C D] h 9 9 -10 -1\| " |9 -10 -1
(0 0) ( 3 1 ) 0 3 1
. . . e A B
Proposition 22. Supposons que les deux matrices M et M’ soient partitionnées sous la forme M = [ c D] et
A B

= Cl DI ’
nombre de colonnes de B’ et D’ soit le nombre de lignes de C et D. Alors on a :

T ™
~ 'O

A
D
G

S O W

M’ et ceci de sorte que le nombre de colonnes de A’ et C’ soit le nombre de lignes de A et B, et que le

M,M:[A BHA B]_[AA+BC A'B+ B'D

¢ p||lc p|T|CA+DC C'B+DD|
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’ ’
Proposition 23. Supposons que les deux matrices M et M’ soient de la forme M = {CCI Z} et M' = {i, Z,} avec

a,b,c,deta’,b’,c’,d des nombres complexes. Alors on a :
, a blla b da+bc db+bd
MM = L’ d’} [c d} - [c’a +dc c’b+d’d} ’
Proposition 24. Etant donnés quatre nombres x,X,Y,Z, ou bien les complexes A = x + Zi et B = X + Yi, on peut

former le quaternion associé soit sous la forme d’une matrice 4 X 4 de nombres, soit sous la forme d’une matrice 2 X2
de complexes :

x -Z X -Y
Z x Y X . x+Zi X+Yil _[A B

Q=|-x -y x <z [ ouben q:[—X+Yi x—Zi]:{—B A]’
Y -X -Z «x

et alors on peut indifféremment effectuer les sommes et produits de quaternions sous la forme “réelle” 4 X 4 ou sous
la forme “complexe” 2 X 2 (cf. p. 21).

La considération de la transposition et des composantes symétriques et antisymétriques des matrices 4 X 4 donne,

, la partie réelle RQ = %(Q—i— Q") =xl4 =R,

—_—

. Lo = S .\
dans le cas des quaternions, la conjugaison Q = Q', soit g = [—

B A
0o -Z X -Y
.o L 1 T Zz 0 Y X L.
et la partie (imaginaire) pure 3Q = 5(Q — Q) = x -y o z |7 P, etonécrit Q =RQ0+IQ=R+P.
Y -X -Zz 0
Sous forme complexe cela devient g = r + p avec r = [x O} etp = [ Zi . X+ Yl} , ce qui se décompose en
0 x -X+Yi —Zi

q=r+p=x[(1) (1)]+X[_01 (1)]+Y{? ’]+Z[’ Ol.]:xU+XI+YJ+ZK,

1 0 0 1 0 i i 0
L R R i B
Par suite, par distribution linéaire des facteurs, la multiplication des quaternions est complétement connues si ’on
connait les produits entre elles des matrices U, 1, J, K, qui sont en fait

avec donc

vu=U0UI=1U=1UJ=JU=J,UK=KU =K,

P=-Ul]=-JI=K,J*=-UJK=-KJ=1LK*=-UKI=-IK = J.
On notera bien que la multiplication des quaternions n’est pas commutative.

Exercice 28. | — Résoudre dans les complexes I’équation 72 = =3.
2 — Montrer que parmi les quaternions I'équation ¢* = =3 admet pour solutions + V31, + \3J, + V3K.

Montrer que si a* + b* = 3 alors les quaternions al + bJ sont aussi des solutions.

o -1 1 -1

. . . . 0 1 1

Montrer que sont aussi solutions g = +(I + J + K), soit en notation de type 4 x4, Q = + 1 -1 o0 1
1 -1 -1 O
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Proposition 25. Soit M une matrice quelconque de type | X c de lignes les M; et colonnes les M j. On a alors les
partitions suivantes de M de type | X 1 ou en lignes, et de types 1 X ¢ ou en colonnes :

M
M= niﬂ =My ... My ... M.

M,

Proposition 26. Considérons deux matrices M et N partitionnées en matrices Niy et My j, ou donc pour chaque i
donné quand k varie toutes les N;j ont le méme nombre de lignes et, pour chaque k donné quand i varie toutes les
Ny ont le méme nombre de colonnes, et ou de méme pour chaque k donné quand j varie toutes les My ; ont le méme
nombre de lignes et, pour chaque j donné quand k varie toutes les My ; ont le méme nombre de colonnes :

Nl,l N1,2 Nl,q
. X . M1’1 M],j Ml,p
S A My, ... My ... M,
N=|Ny Na ... Ng| M=| " " A
oo e My, ... M, ... M,
Nt N oo Ny

de sorte que pour tout i, j,k le nombre de colonne de la matrice N;y soit égale au nombre de ligne de My ; (on dira
alors que les partitions de N et M sont adaptées a la composition de N a gauche de M).

Alors le produit NM est en effet bien défini, c’est-a-dire que le nombre de colonne de N est égale au nombre de lignes
de M, et ce produit NM est partitionné en

Pl,l Pl,j P],‘,,
NM:P: Pi,l Pi,j Pi,p )
Pr,l Pr,j Pr,p

avec, pour tout i, j, la matrice P; ; donnée par
Pij= E NigMy.j.
k

Proposition 27. Si le nombre de colonnes c de N est égale au nombre [ de lignes de M, alors le produit NM s’obtient,
en partitionnant N en colonnes et M en lignes sous la forme

M
NM =[Ny ... Noj ... Noo| |Mi
M,
Définition 15. Pour r < ¢, r < [, nous posons
RO —peo _ | I Orx(e-n RO _ [Ot-9xe=5)  Ou-9xs
e = Tixe O-nxr  Ou=ryx(c-n|’ Ixe Ojx(e—s) Toxs

En particulier on retrouve comme cas spéciaux les matrices nulles et identités R;g)c = Oy et Rildx)d =1,
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Proposition 28. Si les partitions sont adaptées aux compositions indiquées on a

A B RO (A B L Omern | _[A B|[I O] [A O]

C D Ixe ™ _C D ©(l—r)><r ©(l—r)><(c—r)_ - _C D_ _O @_ - _C |-
Si les partitions sont adaptées aux compositions indiquées on a

RO A Bl [ L Orx(e-r) A B] [I O]]A B] J[A B]

Ixe\Cc D| ™ _®(Z—r)xr ©(l—r)x(c—r) C D_ - _@ O_ _C D_ - _O @_ ’

A
C D

supposée pour A, B, C et D quand on écrit I’expression MR

Exercice 29. Soit M = [ } Précisez exactement I’adaptation nécessaires des nombres de lignes et colonnes

0.5 _ pl0.s)

e . M, et calculer alors ladite expression.

1.2.4 Inverses de matrices carrées, calculs en dimension 2 et 3, calculs par blocs.

Définition 16. Si C est une matrice carré de dimension d, on appelle inverse de C une matrice D de dimension d telle
que
DC=1,;, I,=CD.

Proposition 29. Si C admet une inverse D, alors D est unique, et on la note Cl et inverse de C™! est C, soit
(C")_1 =C.EnfaitsiCD =1;et D'C =1y, alors D = D'.

Eneffetona: D’ = D'l; = D'(CD) = (D'C)D =1;D = D.

Exercice 30. Soit C = i _11) Montrer que C est inversible, et calculer ’inverse C L. Trouver aussi C™' en
observant que C “représente” le nombre complexe 1 + i et en inversant ce nombre complexe.
o 1 2\ /-2 7 -3
Exercice 31. Montrerque |1 0 3 =1-2 4 -1
4 -3 8 2 1
() L Orxa-r)

Proposition 30. Considérons la matrice C = Ry, = . Alors les quatre faits suivants sont

Ow-rxr  O-rx(d-r
équivalents :

1. 1l existe D telle que CD =1

2. Il existe D telle que DC =1,

3. 1l existe D tel que CD =1; = DC

4. r=d

de fagon adapté au produit CD : alors

Eneffetonar < d, et supposant le premier point, partitionnons D = { G H}

E F
CD =
©d—r ©d—r
évidemment implique le premier. De méme le second point équivaut au quatriéme. Par suite le quatrieme impliquant
évidemment le troisieéme, les quatre sont bien équivalents.

] ce qui ne peut étre égale a I; que si r = d. Le premier point implique donc le quatrieme, lequel

Proposition 31. En fait pour C et D deux matrices carrées de dimension d on a
DC = I[d, (=4 I[d = CD9

si bien que pour que D soit inverse de C il faut seulement vérifier ou bien DC = 1; ou bien 1; = CD, ’autre étant
alors automatiquement assurée.
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Pour démontrer cette proposition, nous considérons d’abord le cas ou C = RE{X) 4 - la preuve est alors faite par
la proposition précédente, car si CD = I, alors r = d donc C = I; et donc D = I, et on a bien aussi DC = 1.

Considérons ensuite deux matrices inversibles U et V et la matrice C = URgidV. Si CD = 1, alors URgX)dVD =1y,

donc en multipliant 2 gauche par U~! puis a droite par U il vient Rf;i VD =U, R[(;))(dVDU = Iy, etdoncr =det
VDURY), = 1, puis VDURY),V = V et DURY),V = 1y, soit DC = I,;. Pour établir le résultat pour toute matrice C
il reste donc a savoir que toute matrice C peut se mettre sous la forme C = U REL)( 4V, avec U et V inversibles, ce que
nous prouverons plus loin, ce sera I’objet méme du développement de la méthode d’échelonnement.

Définition 17. On dit qu’une matrice M de type | X ¢ admet D pour inverse a droite si MD = 1; et G pour inverse a
gauche si GM = 1.

(r)

e Admet une inverse a droite D, telle que donc R D =1, si et seulement sir =1 < c,

Proposition 32. La matrice R e
et une inverse a gauche G, telle que donc GR;QC = I, si et seulement sir = ¢ > . Et donc REQC

droite et une inverse a gauche si et seulement sir = c = L

admet une inverse a

Proposition 33. Une matrice quelconque M de type I X ¢ ne peut admettre une inverse a droite et une inverse a gauche
que si l = ¢, c’est-a-dire si elle est carrée, et alors elle est inversible.

En effet on se ramene au cas de REQC, sachant que toute matrice M peut se mettre sous la forme C = UR

U et V inversibles, comme nous allons le prouver en faisant I’échelonnement.

19 -8 -4
Exercice 32. SoitA= |4 16 -13| =
8 11 16

(r)

eV, avec

—_
Nl
=)

-4
21
—27113 . Calculer le produit AT A, et en déduire AL
16
21

o2t
‘,_.N‘,_..\_)
——lo—

[
5]
—_

. . 2 1 .
Exercice 33. Montrer que la matrice (8 4> n’admet pas d’inverse.

Proposition 34. Si A et B sont deux matrices carrées de méme type d X d inversibles, alors le produit AB est inversible
etl’ona:
(AB)' =B'A7".
Si ¢ est un nombre non-nul, ¢’est-a-dire inversible d’inverse ¢~! alors on résoud I’équation numérique cx = b
ainsi : de cx = b on déduit ¢ '(cx) = ¢7'b, soit (¢ 'e)x = ¢ b, (Dx = ¢ 'b, x = c7'b = % qui est donc ’'unique
solution.

Eh bien, pour résoudre une syteme linéaire de la forme CX = B ol C est une matrice carrée inversible de type d X d,
on fait exactement de méme, sauf pour I’écriture finale comme fraction : de CX = B on déduit C-'(CX) = C~!B, soit
(C'C)x =C'B,(I,))X = C'B, X = C"'B. On a donc CX = B si et seulement si X = C~'B. On fera attention de ne
pas confondre C~' B et BC~!. On a donc établit :

Proposition 35. Pour C et D deux matrices carrées de type d X d, on a les equivalences logiques
D=C"!' & VXY (CX=Y & X =DY),

ou les X, Y sont des matrices de types adéquates.

Proposition 36. Pour C et D deux matrices carrées de type d X d, on a les equivalences logiques
D=C"'" o VXY (XC=Y & X=YD),

ou les X, Y sont des matrices de types adéquates.

Ainsi pour résoudre un systtme CX = B avec C carrée, la premicre idée est de chercher si C est inversible, et, si
c’est le cas, de trouver effectivement cette inverse C~' ; le systeme est alors résolu par X = C~'B. Mais pour savoir si
C a une inverse et trouver ladite inverse, il faut résoudre DC = I; et1; = CD ou D est ’inconnue, ce qui constitue un
systeme linéaire. Mais puisque DC = I; équivaut a CD = 1, il suffit de résoudre au choix I’'un des deux.
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1; Z) d’une matrice C = <Z Z) est donnée, si elle existe, par les p, q, r et s

solutions de I'un des systemes équivalents d’équations

Exercice 34. L’inverse D = <

ap +br=1 ap+cqg=1
cp+dr=0 ar+cs=0
ag+bs=0 ' bp+dq=0
cg+ds=1 br+ds=1

Exercice 35. Calculer la matrice inverse de (% _31) .

100 -1
. 7 2 1 1 50 1 1y _ (7 2 1 1
Exercice 36. On veut calculer (_4 1) . Montrer que (_1 _2) <0 3> (_1 _1) = (_4 1), que (_1 _2)
{ ] e 7\ 10 [ 2.5100 _ 3100 5100 _ 3100
1 1) el en deauire que 4 1 = 193100 _ 5 5100 o 3100 _ 5100 | -

b . p
d> on a l'identité

a b d -b 1 0
(c d) (—c a)z(ad—bc)<0 1)’

et donc C est inversible si et seulement si ad — bc # 0, [’inverse étant alors

1 d -b
c!'= )
ad — bc (—C a )

Proposition 38. Pour toute matrice C = (a Z) inversible on a

. . a
Proposition 37. Pour toute matrice C = <c

C' =[ad - be] ' [(a+ )L, - C].

c
f | onal’identité :
i

Proposition 39. Pour toute matrice C =

R AU
BN

a b ¢ ei—fh ch—-bi bf—ce 1 00
d e f fg—di ai—cg cd-af :(aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceg) 01 0]},
g h i dh—eg bg—ah ae—bd 0 0 1

et donc C est inversible si et seulement si aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg # 0, l'inverse étant alors

ei—fh ch—-bi bf—ce
fg—di ai—-cg cd—-af
dh—eg bg—ah ae—-bd

1
-1 _
" aei—afh—bdi+bfg + cdh — ceg

Cela se reformule en termes de solution de systemes :

Proposition 40. Pour des nombres fixés a, b, c,d, e, f, g, h,i, posons § = aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceg, et supposons
que 6 # 0. Alors quelques soient u,v et w et quelques soient x, y et z on a l’équivalence logique :

ax+by+czzu x:%u_k%v_i_hfgcfw
_ _ feg—di ai—cg cd—af

dx+ey+ fz=v = y_dh6 u+bThv+ 5w
. _ dh—eg g—a ae—bd

gx+hy+iz=w 7= T5hut v+ 5w
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a b ¢
Proposition 41. Pour toute matrice C = | d e f | inversible on a
g h i

C™' = [aei —afh - bdi+ bfg + cdh — ceg]™" [(ae + ai + ei — fh— bd — go)l5 — (a + e + )C + C?].

2 3 5
Exercice 37. Si elle existe calculer I'inverse de la matrice | 7 11 13 | et résoudre le systeme d’équations
17 19 23

2x+3y+5z2=29
Tx+ 11y + 13z =31
17x+ 19y + 237 = 37

Exercice 38. Montrer que pour toute valeur réel du paramétre m la matrice

12 -5 m
-1 m 8
-9 -7 14
est inversible, et exprimer ladite inverse.
Proposition 42. Soit A une matrice carrée quelconque de type d X d telle qu’il existe des nombres ay # 0,ay,...,a,

tels que
a,,A” + Cln,lAn_l +...41A + aply = Oy.

Alors A est inversible, d’inverse
A = —ay (a, A" + a, AT+ L ayA).

Exercice 39. Soit A une matrice carré de type 3 x 3 telle que A’ — A — 13 = Q3. Montrer que A est inversible, d’inverse
ATl =A% -1

A O
0 B] , avec O le bloc nul

de dimension d — m, A carrée de dimension m et B carrée de dimension d — m. Alors A et B sont inversibles si et
seulement si M est inversible, et ’inverse de M s’écrit

-1
L_[a o] _[at o
M _[O)B “lo B

Proposition 43. Soit M une matrice carrée de dimension d décomposée en blocs, M =

G H} Alors I; = NM s’écrit

En effet partitionnons convenablement I’inverse éventuelle N de M, soit N = [
I, O| _ |EA O
O Lywm! | O HB

d’oui I’on tire, en multipliant & droite par A~! et par B™!, que G = O et F = O. La méme preuve donne la proposition
que voici :

], soit EA =1, et HB = 1, ce qui signifieque E = A"'et H=B"',et GA=0Qet FB= O,

A

O B
de dimension d — m, A carrée de dimension m et B carrée de dimension d — m. Alors A et B sont inversibles si et
seulement si M est inversible, et I'inverse de M s’écrit

yio]Ac At —a'cB!
|0 B] T |O B! '

Proposition 44. Soit M une matrice carrée de dimension d décomposée en blocs, M = , avec O le bloc nul
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1 =2 a c x—2y+az+ct=e
3x+5y+bz+dt =
Exercice 40. Inverser la matrice 3.5 b , et résoudre le systeme vy v oz f
0O 0 8 -6 8z—-6r=g
0o 0 1 1

z+t=nh

A

, avec A carrée
C D]

Proposition 45. Soit M une matrice carrée de dimension d décomposée en blocs, M = {

inversible d’inverse A~'. Alors, avec X = CA™, Y =A"'BetS =D—-CA™'B ona:
M= A Bl _|I 0O||A O||I Y
“|c D| |X I|lO S||O I}’

c }IOI_I@tI[Yl_]I—Yl[.‘Mt. e si et seulement si |2 ©
omme X I = _x I e [0) I = [0) 1l a matrice est inversiole St el seutement si o S

lest, ce qui équivaut a ce que S le soit, et alors l'inverse de M est
r - Al 0 I O
-1 _
M ‘{0 d {@ S-'} [—X }1}’

Y= A"+ AT'B(D-CA'B)'cA! —AT'B(D - CAT'B)!
- —(D-CcA™'B~lca™! (D-CA™'B)!

soit

Exercice 41. I — Soit M une matrice dont le premier terme a = M, |, celui placé en premiere ligne et premiere

a B . . . .
]. Montrer que M est inversible si et seulement si

colonne, est non-nul, et M partitionnée sous la forme M = [ cC D

D — a~'CB est inversible.

b
2 — Soit une matrice M = (? d) de type 2 X 2 telle que a # 0. Montrer que M est inversible si et seulement
d—aleb #0.

a b ¢
3 — Soit une matrice M = | d e f | detype 3 X3 telle que a #+ 0. Montrer que M est inversible si et seulement si
g h i
—a'db —a'd
la matrice (e a_l f a_l C) est inversible.
h—a'gh i-a gc
a b a b ¢
4 — Montrer que si (a) est inversible et si (d e) est inversible, alors | d e f | estinversible si et seulement si
g h i

i—a'ge—(e—a='db)y \(f—a"'dc)(h—a"'gb) # 0, ¢ est-a-dire si et seulement si (ia—gc)(ea—db) # (fa—dc)(ha—gb).

1.3 Modifications linéaires de matrices par produits par matrices élémentaires.

1.3.1 Calcul des positions, lignes et colonnes

Définition 18. On introduit, dans chaque type | X c, les matrices particuliéres que I’on dira indicatrices de positions

ou simplement positions, que I’on note Py, — ou simplement P si le type est clair — et définies par

1, sii=uetj=v;
(Pi)ij = { : ~
0, sinon.
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On considere la “base canonique” des positions P.”. ci-dessus dans des cas particuliers.

Ixc

0
Dans I’espace des colonnes de hauteur /, on note P4} = ¢* = | 1 [, avec un 1 en ligne u.
0
Dans I’espace des lignes de longueur ¢, on note P\, = e'7 = (0 ... 1 ... 0),avecun 1en colonnev.

Si les valeurs de [ ou ¢ sont claires d’apres le contexte, on notera simplement e} = ¢ ouel’ ="’

On peut analyser une matrice M en colonnes ou en lignes, c’est-a-dire la voir comme juxtapositions de ses matrice-
colonnes écrites sans leurs parentheéses, ou comme juxtaposition de ses matrice-lignes, écrites sans leurs parentheses.

M, e’
Soit M = (M‘]J My, ... M?,c), etM = .Parexempleonal, = (el e .. e”), etl; = - |. Pour
M, e’
toute matrice M, les colonnes M, ; et les lignes M, s’extraient par produit suivant :
M=Ml, =M (" ... &)= (Me" ... Me),  Me =My,
e’ el'M
M=M= . | M= : , ¢ M= M.
e’ M

Ona= M/ = ¢ "My ; j=é "Ml = (M; ), 1a matrice de type 1 X 1 ayant pour unique coefficient le nombre M; ;. Si
on veut étre plus précis sur les types on écrira el Mec = (M, j), ou encore IP’;XIl Mijl = (M; ), ou P};lM w1 = (M ).

Une matrice se décompose sous forme d’une somme M = My 11+ -+ M[g,j] +... M[!,C],, soit comme juxtaposition
de ses colonnes, ou bien de méme sous forme d’une somme M = My + -+ + My;g) + ... M{ ), comme juxtaposition
de ses lignes, avec My ; = = MPL. et My = PMM Par suite la matrice de type / X ¢ ayant pour seul composante

non-nulle celle de la place (i, j) et celle-ci valant M; ;, soit M; jIP’ZXC, vaut aussi le produit PMMP&

Proposition 46. Toute matrice M de type | X ¢ a une unique écriture de la forme
— u,v u,u v,V
M = Z M Plxc Z PIXIMPLXC
u,v u,v

En effet on prend, justement, pour M, , I’élément de M situé en place (u,v), c’est-a-dire a la croisée de la ligne u et
de la colonne v. On dit que les P} forment la base canonique des positions, et que la formule M = 3" =M, P es
I’écriture de M sur la “base canonique” des positions, les M, , étant les coordonnées de M sur cette base.

Proposition 47. Soit M une matrice de type [ X c. Alors P};,M est la matrice de type | X ¢ obtenue en plagant en ligne
u la ligne v de M, et en complétant toutes les autres lignes par 0. Et MP;. est la matrice de type | X ¢ obtenue en
placant en colonne v la colonne u de M, et en complétant les autres colonnes par 0.

1.3.2 Transvections, transpositions, dilatations

Définition 19. On appelle matrice de transvection de dimension | une matrice carrée de la forme
Vu/lv =T + /Uplx‘;’ u+v.

Proposition 48. La matrice Vi;yM s’obtient a partir de M en ajoutant a la ligne u la ligne v. Et la matrice MV,
s’obtient a partir de M en ajoutant a la colonne v la colonne u. La matrice V.| est inversible, d’inverse

(Vu =1 Vu v
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Définition 20. On appelle matrice de transposition de dimension | une matrice carrée de la forme
w,y _ U,V v,u
T, =Py +Pyy, u#v.

Proposition 49. La matrice T} M s’obtient a partir de M en échangeant la ligne u et la ligne v. Et la matrice MT,.)
s’obtient a partir de M en échangeant la colonne v et la colonne u. La matrice T} est inversible, d’inverse

Ty =T
Définition 21. On appelle matrice de dilatation de dimension | une matrice carrée de la forme
=Gk =DP+1;, k#0.

Proposition 50. La matrice Df; M s’obtient a partir de M en multipliant la ligne u par k. Et la matrice MDY, s obtient
a partir de M en multipliant la colonne u par k. La matrice D}, est inversible, d’inverse

@)™ = Dl

Définition 22. Une matrice élémentaire en dimension | est une matrice de transvection V';;’;, une matrice de trans-
position T}, ou une matrice de dilatation Djy. Un mouvement élémentaire sur les lignes (resp. les colonnes) d’une
matrice M de type | X ¢ est un qui se réalise par multiplication a gauche (resp. a droite) par une matrice élémentaire
en dimension [ (resp. en dimension c).

Proposition 51. La transposée de toute matrice élémentaire est encore une matrice élémentaire, et précisément :
UV\NT _ V,u u \NT __ u UVNT _ v, U
(VM) - Vz;,{ ’ (Dl;k) - IDl;k’ (Tz ) - T[ .
Exercice 42. Montrer qu’en faisant seulement des transpositions de lignes ou des transpositions de colonnes, on ne

. a b , . . , a b
peut transformer la matrice (c d) qu’en trois autres matrices, et qu’on ne peut pas la transformer en ( d >

c
a b c g h i i g h

Exercice43. SiC=|d e f|,D=|a b c|puisE=|c a b, trouverdeux matrices inversibles P et
g h i d e f f d e

Q chacune composées de produit de matrices de transpositions telles que D = PC et E = DQ.

Montrer qu’en faisant uniquement des transpositions de lignes et des transpositions de colonnes, on ne peut pas

a b c
transformer Cen F = |d e f],
g i h

Exercice 44. Exprimer les mouvements de la résolution de I’exercice 1.6, p.7 par produits par matrices élémentaires.
3th +2m+ 1M = 39
En I’occurrence constater que la manipulation qui fait passer du systeme < 2tb + 3m + 1M = 34 au systéme trian-
1th +2m + 3M =26
3th+2m+ 1M =39
gulaire < Otb + Sm+ 1M =24 peut se réaliser en multipliant a gauche la matrice des coefficients
0tb + Om + 36 M = 99

— N W
[\SERVSIN \S]
L) = —

1 0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 O
par successivement | =2 3 0|, [ 0O 1 0),1 0 1 Ofet|O 1 O], etdécomposerchacune de ces4
0 0 1 -1 0 3 -1 0 3 0 -4 5

matrices en un produit de deux matrices élémentaires.
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1.3.3 Matrices spéciales, permutations chargées

Définition 23. Une matrice carrée est dite spéciale si elle peut s’obtenir par produit de transvections.

u

Proposition 52. Les matrices (O _1> et (0

(0= 06 6
6 w)=0 )0 D6 )G )

Proposition 53. Toute matrice carrée unipotente supérieure M, soit telle que M;; = O pour tous les i > j et que
M;; = 1 pour tous les i, est spéciale. Et de méme pour toute matrice unipotente inférieure.

0 ‘o .
-1 | pouru # 0 sont spéciales, car elles s’écrivent :

1
En effet on a, disons en dimension 3 : | O

Définition 24. On appelle permutation sur n éléments une matrice carrée (P; j)i<p, j<n, de type n X n telle que chaque
ligne et chaque colonne ait tous ses termes nulles sauf un de valeur 1. Pour chaque j il existe donc un unique i tel que
P;j = 1, et ce i est noté o(j), et pour chaque i il existe un unique j tel que P;; = 1, et ce j est noté o (), Alors P
est exactement déterminée par la fonction o . j v o(j) = i qui a chaque j associe la valeur o(j) = i, et que l’on
appelera la bijection de la permutation. On écrira P = [0], et 0 = 0p. On a donc

o fisie(y=i
Pij=10li;= {Osi o) #i

On a donc

P=0]=) Pu,-

jsn

Les transpositions sont donc des cas particuliers de permutations, la transposition T} correspondant donc a la

Jsij#u,v
fbijection o définie par o(j) = S vsij=u . Cette o sera notée (u,v), et donc par suite T = [(u,v)].
usij=v

Proposition 54. | — Si [07] et [7] sont deux permutations sur n éléments, alors
[rllo]l =[rool],

en notant T o o la fonction composée j — t(0(j)) qui consiste a appliquer o a j, ce qui donne o(j) = i, puis a
appliquer T au résultat i, ce qui donne donc t(o(}j)).

Toute permutation [o] est inversible, et on a
o] =[o7"].

Ainsi la composition des bijections est bien représentée par la multiplication matricielle desz permutation.
Définition 25. On appelle permutation chargée un couple (6, [07]) formée d’une permutation [o] et d’une matrice

diagonale § = diag[d,, ..., d,]; le produit 5[] est alors une matrice telle que chaque ligne et chaque colonne ait tous
ses termes nulles sauf au plus un.

Proposition 55. Si (6, [07]) est une permutation chargée, alors ’effet de la multiplication a gauche par 6[o7] sur une
matrice M permute les lignes de M suivant o, replacant la ligne de niveau j au niveau i = o (j), puis multiplie chaque
nouvelle ligne de niveau i par le coefficient d;.
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1.4 Echelonnement de matrices et résolution de systemes linéaires généraux

1.4.1 Echelonnement, rang, équivalence de matrices

Nous avons déja une méthode pour résoudre explicitement certains systémes linéaires carrés en dimension 2 ou 3,
ceux qui sont inversibles, que 1’on sait reconnaitre. Mais pour les systémes non-inverrsibles, ou de dimension plus que
3, ou non-carrés, I’usage des matrices inverses est dénué de sens. En revanche nous allons voir que dans tous les cas
la vieille méthode fang-cheng par mouvements élémentaires, qui reviennent au niveau matriciel a des multiplications
par des matrices élémentaires, peut toujours conduire a une résolution et discussion complete.

Nous considérons, comme exemple suffisamment riche pour expliquer la procédure en général, le probleme de
résoudre et discuter le systeme de 4 équations linéaires a 6 inconnues Xi, X2, X3, X4, X5 et Xg, ot les By, By, By et By
sont 4 parametres donnés :

0X;| +2X, +4X3 + 6X4+0X5 + 2X, =B
0X; +1X, +2X3 +3X4 +3X5 + fra012X6 =B
0X; +3X, +6X3 +7X4 + 1X5 + 2X¢ = B3
0X1 + 1X2 + 2X3 + 5X4 + 3X5 + %X@ =By

Le systeme est noté SX = B—ou § est dite la matrice du systeme — soit, de facon détaillée :

X
0246 0 2\ |X B
01233 1||X]|_[8B
03671 2|[Xx B;
01 253 %)X B,
X

La démarche vise a modifier S en une matrice E de la forme dite échelonnée, au sens précis suivant : Une matrice
M = (M, ;) étant donnée, de type [ X ¢, on associe a la i-icme ligne I’entier noté pnzl(i) (lire : premier non zéro de la
ligne) qui vaut ¢ + i si tous les termes M, ; de la i-i€éme ligne sont nuls, et qui, sinon, vaut le premier j tel que M, ; soit
non nul. La matrice M est dite échelonnée si, d’abord, la fonction pnzI(7) est strictement croissante, de i = 1 ai = [,
et si, de plus, pour tout i, quand la i-eme ligne est non nulle, alors la pnzl(i)-ieme colonne comporte un 1 en la place
(i, pnzl(7)), et O partout ailleurs.

Dans notre cas la matrice S va étre transformée en une matrice échelonnée de la forme

’

0

SOOI
S O O R
S o= O
S= o O

S|

0
0
0

S o S

ol donc on a : pnzl(1) = 2, pnzl(2) = 4, pnzl(3) = 5, pnzl(4) = 10.

On procede par une suite de m modifications par combinaisons de lignes — dans le cas explicite considéré on aura
m = 11 —, que I'on effectue sur la matrice S du systeme, et simultanément sur la matrice I, pour amener S a la
forme échelonnée, pendant que I, sera amenée, par la méme suite de modifications donc, a une matrice notée U. Si
M; est la matrice 4 X 4 qui code I’opération i-€me, c’est-a -dire qui est telle que cette opération soit équivalente a la
multiplication a gauche par M;, on a donc, en posant Uy = Iy et So = §, que pour tout 0 < i < m, avec icim = 11,
Ui+1 = Ml'Ui, S,’H = MiSl', et on pose, alafin: M11M10M9M3M7M6M5M4M3M2M1 = U11 = U, UsS = S11 =E.Le
systetme SX = B devient donc USX = UB, soit EX = UB. En fait, comme on aura pris soin de n’effectuer que des
opérations inversibles, le composé U sera une matrice inversible, et le nouveau systtme EX = UB est rigoureusement
équivalent au premier.

Expliquons les opérations sur trois exemples. L’ opération de transvection M| consiste a ajouter a la deuxieme ligne
—% fois la premiere, et I’opération inverse serait d’ajouter a la deuxieme ligne % fois la premiere ; on I’effectue pour
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annihiler dans S le coefficient 1 en position (2, 2). L’opération de transposition M, consiste a échanger les deuxieme
et troisieme lignes, et I’opération inverse est la méme ; on I’effectue pour faire remonter le coefficient non nul -2 en
position (3, 4) et faire descendre a sa place le coefficient O en position (2,4). L’opération de dilatation M7 consiste a
multiplier la troisiéme ligne par 1, et 1’opération inverse serait de multiplier la troisiéme ligne par 3 ; on I’effectue pour
normaliser a la valeur 1 le coefficient 3 en position (3, 5). Etc. On dispose les calculs comme suit.

1 000 0246 0 2
01 00 01233}
00 10 03671 2
0 0 0 1 01 253 %
1 00 0 1 000 0246 0 2
2100 100 0000 3 3
2 2 2 2 -1
0 010 0 010 0367 1 2 M1:L'2 < L2+ 5 L1
0 0 0 1 0 0 0 1 01253 1%
1 00 0 1 000 024 6 0 2
0 1 00 L 100 000 0 3 =
2 2 N & =3
2010 2010 000 —2 1 -1 M2:L'3 = L3+ 5LL
0 0 0 1 0 0 0 1 012 5 3 4%
1 00 0 1 00 0 024 6 0 2
0 1 00 2100 000 0 3 , _
0 01 0 301 0 000 —2 1 -1 M3: L4« L4+ 2L
3 0 0 1 300 1 000 2 3 1}
1 000 1 000 024 6 0 2
0010 010 000 -2 1 -l . ,
0100 3 100 000 O 3—?1 MA4:L'2 —L3&L'3 < L2.
00 0 1 30 0 1 000 2 3 1
1 000 1 000 024 6 0 2
0100 2 010 000 -2 1 -1
2 .
0010 2100 000 0 3 3 M5:L'4 < LA+ L2.
01 0 1 -2 0 1 1 000 4 2
1 0 0 0 1 0 00 024 6 0 2
01 0 0 2 0 10 000 -2 1 -1 , )
00 1 0 % 1 00 000 0 3 3 M6 : L'4 — L4+ FL3.
00 F 1 2 F 11 000 0 0 O
1 000 1 0 0 0 024 6 0 2
01 00 2 0 10 000 -2 1 -1 .
2 _ M7:L'3 « 1L3.
00 10 L 1 00 000 0 1 2
00 0 1 F 311 000 0 0 O
10 0 0 1 0 0 0 024 6 0 2
01 -10 33 10 000 20 2 .
00 1 0 S 000 0 1 = M8:L'2 « [2-13.
00 0 1 221 000 0 0 O
1 0 00 1 0 0 0 0246 0 2
0 31 00 2 1 F oo 00010 3
2 3 2 12 Y -1
00 10 20 5 o) loooo 1 4 M9:L2 — 312,
0 0 0 1 3 3 11 00000 O
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-6 0 0 -3 00

|
—_
o8}
(o)
|

1 0 4 7
0 1 00 1 olfooo 10 3

3 2 1 2 _
0 0 10 3 g 5 o 00001% MI10:L'1 « L1 - 6L2.
0 0 01 3 3 1 1J\0o 0000 0
1000 —?3—?130 01200
01 00 s s 30 00010 3 o
00 1 0 A g 5 o 00001 4 MI1:L1 < 311,
0 0 0 1 303 11 0000O0O

Chacun des mouvements de lignes Mi indiqués est réalisé par multiplication & gauche par une matrice, indiquée
ici dans la colonne de gauche, et que nous noterons aussi Mi. Dans la colonne du centre figure les résultats de la
succession des mouvements considérés appliqués dans I’ordre a la matrice 4, et dans la colonne de droite les résultats
de la succession des mouvements considérés appliqués dans 1’ordre a la matrice S. On est donc arrivé a la forme
échelonnée voulue US = E soit

-3 -1 3 0\ /02 46 0 2 01200 -1
g%—%o 01233 3|_[(oo0oo010 3
—%500 0367 12 100001 1]
-2 -4 1 1J\0o1 253 3% 00000 O

avec d’ailleurs U = (M11)(M10)(M9)(M8)(M7)(M6)(M5)(M4)(M3)(M2)(M1).

On peut encore peaufiner le travail, pour aller vers une forme bi-échelonnée, en faisant une suite de modifications
par combinaisons de colonnes, que I’on effectue sur la matrice E du systtme EX = UB, et, simultanément sur
la matrice Is. Ces modifications seront codées par des matrices N;, de type 6 X 6, au sens ou I’effet de la j-cme
modification sera équivalent a la multiplication a droite par la matrice N;. Le composé N{N; = V nous donne alors
EV = R®6 = R qui est la représentation du rang 3 dans le type 4 x 6. Pour pouvoir disposer nos calculs dans une
succession verticale de multiplications a gauche, nous manipulerons plutdt les matrices transposées des matrices en
jeu.

1 00000 0 0 0 0
010000 1 0 0 0
001000 2 0 20
000100 0 1 0 0
000010 0 0 1 0
000001 + 3 4o
010000 010000 1 0 0 0
000100 000100 0 1 0 0
000010 000010 0 0 1 0
001000 001000 2 0 0 0
00000 I 0000 0 I 0 0 1 0
10000 O 100000/ \3F 3 2o

Ici donc on procede a une permutation de lignes dans E™ (soit des colonnes dans E), composée de 5 transpositions, et
noté Nj " : M12—16: L'1,L'2,L'3,L'4,L'5 « L2,14,15,L3,L6

1 0 0000 01 0 0 0 0\/1 000
0 1 0000 000 0 1 0O0|fo1 00
0 0 1 000 000 0 0 1 0[foo0 10
-2 0 0100 0 -2 1 0 00[[0oo0 00
I B se010 0 i 03 ¢ 1[lo0 00O
0 0 00 01 1. 0 0 0 00/\0 00O

Ici nous avons un composé de 3 transvections élémentaires, noté N}, a savoir M17 - 19 : L'S « L1 - SL2 + LL3.

On est donc arrivé pour S, en 11+ 8 = 19 étapes élémentaires, en passant par la forme échelonnée US = E, a une
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forme EV = R, soit

000 0 0 1

01 200 —-3\|1 00O -2 3 0 1 00000

00010 2]]/000 1 0 O0/_|0O100O00

0000T1 -]|010 0 -5 0] |00100O0f

00000 O/{0OOT1 0 { 0 000000
000 0 1 0

avec d’ailleurs V = (N'1)(N’2).

On a donc USV = R, une forme de matrice du type que nous appelons représentation de rang ou bi-échelonnée
— p®
R =R, avec

R - _| B Osa
4x6 ©1><3 ©l><3 '

S oo~
o= O O
S o oo
S o oo
(=N el

SO = O

Nous venons en fait de montrer, sur un exemple significatif, une procédure de décomposition qui vaut en toute
généralité :

Proposition 56. Pour toute matrice S de type | X c il existe une matrice inversible U de type | X | composée de
matrices de transpositions, de transvections et de dilatations, il existe une matrice inversible V de type ¢ X ¢ composé

de matrices de transpositions et de transvections, et il existe une matrice Rg;)c bi-échelonnée, telles que

USV =R"

Ixc*
Et en fait r est unique, c’est-a-dire que si USV = R}'X)C etU'SV' = R;:C), avec U, V, U’ et V' inversibles, alorsr = r'. .
Le reste étant déja établi, prouvons que r = r’. Des hypotheses on tire RE;C) =U'SV' = U'U'RL.V-'V', et donc,
avec U” = U'U~" et V = V-'V’ deux matrices inversibles, R\ = U”R\".V".

Ixe — Ixc

Exercice 45. Appliquer la méthode d’échelonnement pour réduire a la forme Rgrx)y pour un r convenable, a la matrice

0 -I15

-5
-1 2
4 5

AN O=I—

Définition 26. Pour toute matrice S de type | X ¢, le rang rgS est le nombre de lignes non-nulles dans la forme
échelonnée E de S, autrement dit ['unique r tel que USV = R;QC, pour des U et V inversibles (lesquelles U et V ne
sont pas uniques).

Définition 27. Deux matrices A et B de méme type sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices
inversibles U etV telles que UAV = B

Proposition 57. Deux matrices A et B de méme type sont équivalentes si et seulement si 1gA = rg B.

Proposition 58. Soit C une matrice carrée. Alors rg C = rg C7, et donc il existe des matrices inversibles A et B telles
que CT = BCA.

Exercice 46. Trouver deux matrices inversibles A et B telles que ((1) _01) =B (_01 (1)> A.
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1.4.2 Calcul d’inverses par échelonnement

Pour les matrices carrées S de type 2 X 2 et 3 X 3 nous avons vu un calcul direct de 'inverse — quand elle
existe — par des formules explicites. Nous comprendrons plus loin ces formules et les généraliserons en termes de
déterminants (p. ??). Nous savons aussi trouver l’inverse d’une matrices carrée quelconque de type d X d si 1’on
connait des coefficients ag # 0, ay, .. ., a, tels que 1’on ait une identité a,A" + a1 AV L al A+ aply = Oy, ce qui
est notamment le cas on I’a vu lorsque d = 2 ou d = 3. Nous verrons plus tard que c’est toujours possible (théoreme de
Cayley-Hamilton, p. 2?). Nous avons compris aussi que la recherche de I’inverse revient a la résolution d’un certain
systéme linéaire, et nous savons maintenant en principe résoudre tous les systemes linéaires, par échelonnement, et
donc trouver les inverses de matrices quelconques.

En fait la mise en ceuvre de 1’échelonnement de S fournit toujours I’inverse de S si S est inversible :

Proposition 59. La matrice S de type d X d est inversible si et seulement si son rang est 1gS = d, et alors
I’échelonnement US'V =1, fournit l'inverse de S, a savoir
ST =VU.

Notamment une matrice S est inversible si et seulement si elle est composée comme produit de matrices élémentaires.

Lorsque S n’est pas inversibles, voire méme non-carrée, alors la procédure au lieu de fournir I’inverse fournit ce
qu’on appelle une guasi-inverse, ce que nous examinerons plus loin (p. 39).

1.4.3 Discussion d’un systeme et conclusion en forme d’inversion

Reprenons alors le fil de la résolution de notre exemple, et poursuivons la discussion. Le systeéme a résoudre et a
discuter S X = B, qui est devenu d’abord équivalent a EX = UB, avec US = E, revient maintenant, avec EV = R, et
en posant Y = v-lx a

RY=UB, et X=VY,

soit, dans notre cas explicite :

Y, = —QBI —le +§B3 +0B,
Yy, = +%Bl +%Bz —233 +OB4
Y5 = —-zBy +:By +0B; +0B4
0 = —%Bl —§Bz +1B3 +1B4
et
X, = +0Y; +0Y, +0Y; +0Y, +0Ys +1Y,
X, = +1Y; +0Y> +0Y; -2Y, +1Ys +0Y,
X3 = +0Y; +0Y, +0Y3; +1Y; +0Y; +0Ys
Xy = +0Y; +1Y, +0Ys +0Y, - ITZYS +0Ys
Xs = +0Y; +0Y, +1Y; +0Y, +€ Ys +0Yg
X() = +0Y1 +0Y2 +0Y3 +0Y4 +1Y5 +0Y6
On voit que le systeme proposé est résoluble si et seulement si 0 = —%Bl - %Bz + B3 + By ; on peut par exemple en

extraire By = %Bl + %Bz — Bj, considéré alors comme 1 parameétre donné superflu, les trois autres By, B, et Bs étant
maintenant considérés comme 3 parametres donnés essentiels et indépendants. Et quand le systéme est résoluble, la
solution n’est pas unique, sa forme générale dépend de 3 parametres auxiliaires arbitraires indépendants Y4, Ys et Y,
une expression possible étant donnée par :

Xl = +Y6
X2 = [—%Bl - %Bz + %B},] —2Y4 + %YS
X5 = +Yy

— 2 1 1 5
Xy = [5B1+¢B2—3Bs] -5Ys
X5 = [_éBl + %Bz + 033] +%Y5

X = +Y5
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ou encore, en combinaison de colonnes :

X, 0 0 0 0 0 1
X -3 -3 3 -2 ! 0
X3 =B (2) + B, (l) +B3 Ol + Yy ! +Y5 05 +Y6 0
Xs 3 3 0 0 6 0
X6 0 0 0 0 1 0

On peut donc conclure, écrivant en composés de matrices : le systeme proposé est résoluble si et seulement si

B
By=(3 5 -1) (8],
B;

et alors la solution générale s’écrit, en fonction des trois premiers parametres donnés By, B,, B3 et en fonctions de trois
autres parametres arbitraires indépendants Yy, Ys, Y, soit en fonction de Z, en posant

Zy=B\,72y=By,Z3=B3, Z4 = Y4, Zs = Y5, Zg = Y ;

elle s’écrit sous la forme X = PZ, c’est-a-dire

X1 0000O01 B
| [-di2to ][k
X3 000100 B3
Xy |~ %%-%0-%0 Yy |
X5 —% 700 % 0 Ys
Xs 0000160 Y

ce qui est donc I'inverse de Z = QX :
B 024602 X
B, 012331 X5
By | | 036712 X3
Yy | — | 001000 Xy
Ys 000001 Xs
Ys 100000 X6

On vérifierait que PQ = I et que QP = [, mais cela serait superflu. En effet on a bien établit que pour X et Z de types
6 % 1 quelconques on a X = PZ si et seulement si Z = QX, de sorte que, pour tout X on a X = PQOX, et que pour tout
Z on aZ = QPZ. En prenant pour X successivement les 6 colonnes de la matrice Ig, et en regroupant les 6 égalités
obtenues, on obtient Iy = PQ ; et de méme, en faisant varier Z, on a I = QP.

1.5 Résolution des systemes linéaires par quasi-inversion

En fait, on peut aussi considérer la résolution et la discussion que nous savons faire par échelonnement de fagon

un peu plus abstraite, autour de la notion fondamentale de quasi-inverse, qui élargit convenablement la problématique
de I’inversion.

Proposition 60. I — Pour toute matrice S de type | X c il existe au moins une matrice S’ de type c X I quasi-inverse
de S, c’est-a-dire telle que

SS§’'S =8.
2 — Pour une S donnée, toutes les S’ possibles s’obtiennent, a partir de I’une quelconque d’entre elles notée S, sous
laforme S’ =S54SS,+Y —-S(SYSS, ouY est quelconque de type ¢ X .

3 — Pour une S donnée, il n’existera une unique S’ que si et seulement si S est inversible — ce qui implique que | = ¢
—, etenfaitalors S’ =S\, ¢’est-a-dire que la quasi-inverse est inverse.
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Avec la propriété de bi-échelonnement on a U et V inversibles telles que USV = R"j.. La condition SS’S =
S revient, puisque U et V sont inversibles, a USS’'SV = USV, et si I'on prend S’ = VR U, cela devient
USVRY ,qUSV = USV, soit R” 1 .R" R . = Ry, ce qui se vérifie immédiatement. On remarque pour le
S’ choisi ici, que I’on a aussi $’SS’ = §’. Pour produire comme indiqué toutes les quasi-inverses de S, on utilise la
proposition ci-apres, pour I’équation S XS = .
Enfin, pour I'unicité éventuelle, d’une part si S est inversible alors de SS’S = S on tire §" = § “lgsl = 571 et
d’autre part, d’apres la forme générale, si I’on a ’unicité, on a donc, pour tout Y, S; = S555 + Y = §SYSSy.
Comme on voit en faisant ¥ = 0, puis en reportant dans 1’expression a Y quelconque, cela est équivalent aux deux
conditions : S = §(S S et, pour tout ¥, ¥ = §{SYSS§. La deuxieéme condition se reformule encore ainsi : pour tout
YetpourtoutZ,onaSySY = Zsietseulement si ¥ = ZS S|, ce qui dit que les opérations de multiplication a gauche
par S(S et de multiplication a droite par .S, sont inverses I’'une de I’autre, et sont donc, chacunes, inversibles ; et ainsi
les matrices S (S et .SS, sont, chacunes, inversibles. Alors pour tout Z il existe un et un seul Y tel que S Y = Z. En effet,
d’une part, un tel Y existe, a savoir ¥ = S(SS 6)‘12 ; et, d’autre part, I’unicité est assurée par le fait que SY; = SY,
signifie que S (Y1-Y2) = 0,d’ou S§S (Y1 -Y2) = 0, puis Y1 - Y2 = L.(Y1-Y2) = (S{S) (S (S)(Y1—Y2) = (S55)7'0 =0,
soit Y} = Y,. Pour Z = I, il vient une unique matrice D de type ¢ X [ telle que S D = I;. Comme, par un raisonnement
analogue, pour tout Z’ il existe un et un seul Y’ tel que Y’S = Z’, on obtient aussi une unique matrice G de type
¢ X [ telle que GS = I.. On conclut alors de SS,S = S que SSSD = SD, soit §§¢ =1, et que GSS(S = GS, soit
SoS = I.. Avec I'unicité, on a donc finalement D = S, = G. Ainsi S, est bien une véritable inverse a droite et a gauche
de S. Ce qui n’est possible en fait que si / = ¢, comme on le voit a partir du bi-échelonnement USV = R;QC : comme
U et V sont inversibles, S est inversible si et seulement si R" . I’est, ce qui n’a lieu que si / = ¢ = r. En effet sinon
cette matrice REQE comporte au moins une ligne ou une colonne nulle, ce qui implique que, pour toute matrice G ou
bien toute matrice D GR;QE comporte une colonne nulle ou bien R;QCD comporte une ligne nulle : les deux ne peuvent
donc pas étre en méme temps 1’une I, et I’autre I;.

Proposition 61. On considere I’équation matricielle
SXT = B,

out les types des matrices connues et inconnues sont tels que la composition et [’égalité aient un sens. On choisit une
quasi-inverse quelconque S’ de S et une quasi-inverse quelconque T’ de T, soit — ce qui est toujours possible — des
matrices S’ et T' telles que SS'S =S et TT'T =T. Alors :

1 — L’équation S XT = B a au moins une solution si et seulement si S’ BT’ en est une, soit :
SS’'BT'T = B.
2 — Si l’équation S XT = B a au moins une solution, alors la solution générale s’écrit sous la forme
X=8'BT"+Y-S'SYTT’,
ou Y est une matrice quelconque du type convenable pour que la composition et I’égalité aient un sens.

Premiérement, si la condition est satisfaite, alors il y a une solution, a savoir S’ BT" ; et réciproquement, s’il existe
une solution X, alorsona B = SXT = SS'SXTT'T = SS’BT’'T. Deuxiemement, si X est de la forme indiquée, alors
c’est bien une solution, car S XT = S(S’'BT'+Y-S'SYTT)T =SS'BT'T+SYT)SS'SYTT'T = B+SYT-SYT = B,
et réciproquement si X est solution, soit SX7 = B, alors X = S’BT’ + X — S’SXTT’, et cela est bien de la forme
prescrite, en prenant ¥ = X.
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