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Chapitre 1

Matrices et résolutions d’équations linéaires
par échelonnement

1.1 La procédure fang-cheng ou rectangularisation

1.1.1 Origines

L’examen et la résolution de problèmes que nous considérons aujourd’hui comme équivalents à des systèmes de
deux équations à deux inconnues, se trouve en fait tout au long de l’histoire des mathématiques, et notamment, suivant
Bartel Leendert van der Waerden, Science Awakening, Oxford University Press, New York, 1961, p. 80., chez les ba-
byloniens. Pour ce qui est des procédures ou des instructions de manipulations résolutoires systématiques effectuables
sur tout jeu déterminés de coefficients numériques — associés à un problème correspondant à ce qu’aujourd’hui on
nomme un système d’équations linéaires —, on en trouve l’expression en Chine vers 160 avant J.-C. — évidemment
sans les notations algébriques et le vocabulaire actuel ! Il s’agit du chapitre huit du traité de Zhang Cang, marquis du
palais de l’empereur, élaboré d’après des documents plus anciens encore, où l’on trouve ce qui est nommé la procédure
fang-cheng (fang = point cardinal, côté d’un rectangle, et ch’êng = chemin, modèle, réglementation ; fang cheng =

modèle rectangulaire = “rectangulation”). Pour d’autres traductions possibles du terme chinois fang-cheng, et pour
l’explication de cette procédure en suivant exactement les originaux, on se reportera à Jean-Claude Martzloff, A his-
tory of chinese mathematics, Springer, 1997 (traduction de l’édition française Histoire des mathématiques chinoises,
Masson, 1987), pp. 249-258. En fait le texte de Zhang Cang ne nous est pas resté, et les deux textes mathématiques
chinois les plus anciens que nous ayons sont le Zhoubi suanjing (Canon de calcul gnomonique de la dynastie Zhou) et
le Jiuzhang suanshu (Prescriptions de calcul en neuf chapitres) ; la version que nous avons de ce dernier texte est due
à Liu Hui. Dans l’introduction du Jiuzhang suanshu, introduction qu’il écrivit juste avant 260 après J.-C., Liu Hui dit
que cela à été arrangé et commenté trois ou quatre siècles avant lui, par Zhang Cang et Geng Shouchang.
Le commentaire de Liu Hui est purement verbal et ne contient aucun diagramme ; mais la procédure est indiquée avec
tant de détails qu’il est facile de reconstituer l’apparence des diagrammes fangcheng sur le tableau à compter.

L’idée directrice de la procédure fang-cheng, de réduire le volume des calculs à un minimum, en annulant progres-
sivement de plus en plus de coefficients, par combinaisons de colonnes dans le tableau des coefficients du problème
envisagé, est très naturelle — c’est la mise en acte de la perception du caractère linéaire des données — et, comme
le pense Martzloff, elle a probablement été redécouverte plusieurs fois dans l’histoire des mathématiques. C’est par
exemple le cas de Jean Borrel (Logistica, quae et Arithmetica vulgo dicitur in libros quinque digesta, Lyon, 1559, p.
190) qui résoud par cette procédure un problème à trois inconnues.

Carl Friedrich Gauss nommait la procédure eliminatio vulgaris, et en occident aujourd’hui elle est appelée algo-
rithme de Gauss, ou méthode du pivot de Gauss (En fait il faudrait mieux parler de rectangulation & pivots, puisque
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6 CHAPITRE 1. MATRICES ET RÉSOLUTIONS D’ÉQUATIONS LINÉAIRES PAR ÉCHELONNEMENT

la méthode consiste d’abord à disposer en rectangle, puis à faire des “pivots”).
Elle se poursuit naturellement, sous une forme complètement normalisée, par la réduction d’une matrice à sa

forme échelonnée voire bi-échelonné : nous l’allons exposer plus loin, complètement, discussion des impossibilités ou
des multiplicités de solutions incluse — ce qui ne figure certe pas explicitement dans le fang-cheng d’origine.

1.1.2 Règle de trois et fausse position

Avant que de parler des problèmes à plusieurs variables et équations et de la rectangularisation commençons par
les problèmes linéaires à une inconnue et à une équation :

Proposition 1. 1 — Le nombre x tel que x + b = q est donné par x = q − b.
2 — Si a , 0, alors le nombre x tel que ax = c est donné par x = c

a .

3 — Si a , 0, alors le nombre x tel que ax + b = c est donné par x = c−b
a .

N B — À ce stade, et en fait pour tout ce premier chapitre, par “nombre” nous entendons nombre entier ou
rationnel (quotient de deux entiers affecté d’un signe), voire nombre réel (comme défini plus loin p.?? comme “nombre
à virgule”). Le travail avec des matrices à coefficients complexes ou dans un corps commutatif quelconque sera fait
plus loin (p. ??). Toutefois on trouvera dès ce premier chapitre une introduction des nombres complexes (prop 1.16,
p.21) et même des quaternions (prop 1.24, p. 24) considérés comme des matrices à coefficients réels.

Exercice 1. 1 — Sachant que l’épicier vend 2 euro le kilo d’orange qui lui est revenu à 1 euro 60, combien de bénéfice
fait-il si je lui achète une orange de 250 g ?
2 — Mettre le problème en équation et le résoudre par l’algèbre.

C’est en principe ce que sait faire un élève de dix ans sortant de l’école primaire. En fait il sait la chose sous forme
non-littérale donc, sous forme de deux règles qui lui permettent d’affirmer d’un côté que puisque le prix de vente est
le prix de revient plus le bénéfice, c’est que le bénéfice est le prix de vente moins le prix de revient, et d’un autre côté
que si un kilo d’orange est vendu 2 euro, alors une orange de 250 grammes est vendu 50 centimes d’euro. Par suite si
le kilo revient au commerçant à 1 euro 60, le bénéfice qu’il fait sur l’orange est de 10 centimes.

Au collège on apprend le langage algébrique et l’écriture littérale, la mise en équation de ces problèmes, et les
principes de la proposition ci-dessus pour résoudre : si B est le bénéfice par kilo et b le bénéfice demandé, on a, en
centimes d’euro, B = 200 − 160 et b = B×250

1000 . la première équation donne B = 40, puis en reportant dans la seconde,
B = 40×250

1000 = 10.

En fait l’équation-clé b = B×250
1000 , dite règle de trois, s’écrit aussi b

B = 250
1000 , et alors est dite règle de proportiona-

lité, ou s’écrit encore b = 250
1000 B, et est alors nommée règle de linéarité, la fraction 250

1000 = k étant le coefficient de
proportionalité de la relation linéaire b = kB.

Exercice 2. Un sac contient 154 euro, en pièces de 5 euro et de 2 euro ; il y a 41 pièces, trouver le nombre de pièces
de 5 euro. D’abord par l’algèbre, puis sans algèbre.

Par l’algèbre, on poserait x le nombre de pièces de 5 euro, de sorte que 41− x serait le nombre de pièces de 2 euro,
et que l’on aurait l’équation 5x + 2(41− x) = 154, d’où 3x = 154− 82 = 72, et x = 24. Sans algèbre, on peut procéder
par le raisonnement suivant : si toutes les pièces étaient de 2 euro, le sac ne contiendrait que 41 × 2 ou 82 euro, tandis
qu’il en contient 154 : la différence est de 72 euro. Or chaque fois que l’on remplace une pièce de 2 feuro par une pièce
de 5 euro le nombre total des pioèces ne change pas, mais la somme augment de 3 euro. Comme il faut augmenter la
somme de 72 euro, il faudra remplacer autant de pièces de 2 euro par des pièces de 5 euro que 3 est contenu de fois
dans 72, c’est-à-dire 24 fois : il y a alors 24 pièces de 5 euro.

Cette manière de faire ne demandant donc pas l’usage d’algèbre s’appelle usuellement aujourd’hui la méthode de
fausse position. Toutefois au cours de l’histoire elle s’est appelée aussi “règle du trop et du pas assez”, “opération par
un nombre d’essai”, “règle de l’augmentation et de la diminution”, “méthode des plateaux”. Elle se comprend, sous
forme algébrique, ainsi :
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Proposition 2. Si un problème revient à une équation ax = b, alors on suppose que pour x soit prise quelconque une
valeur x′, dite fausse position, conduisant à la valeur ax′ = b′, et on en déduit que la bonne valeur de x est telle que
x
x′ = b

b′ , c’est-à-dire qu’elle s’obtient par la règle de trois

x =
bx′

b
.

Voici en exercice un problème indien de Bhāskara, extrait du Līlāvati (XIIème siècle après Jésus-Christ) :

Exercice 3. Quel est le nombre qui, multiplié par cinq, après soustraction du tiers du produit et division par dix du
reste et addition d’un tiers, d’une moitié et d’un quart de la quantité d’origine donne deux de moins que soixante-dix ?

Bhāskara résoud par fausse position : on suppose que la valeur de x soit x′ = 3, on fait les opérations indiquées, on
trouve 17

4 , et on en déduit que la vraie valeur est x = 3×68
17
4
. Bien sûr, aujourd’hui on peut évidemment résoudre par

l’algèbre, le problème d’algèbre correspondant étant 1
10

[
5x − 1

3 (5x)
]

+ 1
3 x + 1

2 x + 1
4 x = 70 − 2.

Exercice 4. 1 — La méthode de double fausse position pour résoudre ax + b = cx + d, consiste à prendre deux fausses
positions x′ et x′′ produisant des “erreurs” : e′ = (ax′ + b) − (cx′ + d) et e′′ = (ax′′ + b) − (xc′′ + d). Alors la solution
est

x =
x′e′′ − x′′e′

e′′ − e′
.

2 — Si l’on choisit x′′ = x′ − 1, alors x = x′ + e′
e′′−e′

Exercice 5. 1 — Il importe de bien réaliser que les méthodes de simple ou doubles fausses positions se justifient et
s’appliquent bien avant l’invention de l’algèbre. Leur compréhension préalable directe à la manière ancienne sera un
excellent point d’appui pour ensuite seulement s’introduire aux pratiques algébriques. À cet effet on fera l’exercice de
lire le problème suivant et sa solution, par Reynaud (1810), et de comprendre sans algèbre.

Un joueur, interrogé sur ce qu’il a dans sa bourse, répond que l’excès du quintuple de ses louis sur 30 est égal à
l’excès du double de ces mêmes louis sur 6.
On se propose de découvrir le nombre des louis du joueur. Pour résoudre cette question nous donnerons une valeur
arbitraire au nombre des louis ; si ce nombre satisfait à toutes les conditions du problème ; il en donnera la solution ;
s’il n’y satisfait pas, il produira une certaine erreur, que nous détruirons ensuite à l’aide d’une seconde hypothèse.
Voici le détail du calcul, suivi de l’explication.
En vertu de la 1ère hypothèse, si le nombre des louis était 20, l’excès de leur quintuple sur 30 serait 70, et l’excès de
leur double sur 6 serait 34 ; or ce 2ème excès est au-dessous du 1er de 36, tandis qu’il devrait lui être égal ; l’hypothèse
20 louis produit donc une erreur de 36. Pour apercevoir comment on peut détruire cette erreur, nous diminuerons d’un
le nombre 20 des louis, ce qui le réduira à 19 ; cette 2ème hypothèse, traitée comme la 1ère, donnera 33 pour 2ème
erreur ; mais la 1ère erreur 36, était de 3 plus forte ; on dira donc : comme pour diminuer la 1‘̀ere erreur 36 de 3 il a
fallu diminuer d’un la 1ère hypothèse 20, pour détruire cette 1ère erreur 36, ce qui revient à la diminuer de 36, ou de
12 fois 3, il faut diminuer de 12 fois 1 la 1ère hypothèse 20, ce qui la réduit à 8. Le joueur a donc 8 louis.
2 — Exprimer la résolution en utilisant l’algèbre pour suivre l’explication.
3 —Utiliser directement la formule de l’exercice précédent.

1.1.3 Premier exemple de rectangulation & pivots

Suivant l’esprit et la lettre de l’époque du Jiuzhang suanshu, Martzloff expose le cas suivant (Jiuzhang suanshu,
problème 8), qui sera notre premier exercice :

Exercice 6. Supposons que nous ayons 3 mesures de très bonne céréale, 2 de moyenne, et 1 de mauvaise, ce qui
représente 39 dou ; supposons que nous ayons 2 mesures de très bonne céréale, 3 de moyenne, et 1 de mauvaise, ce
qui représente 34 dou ; supposons que nous ayons 1 mesure de très bonne cérérale, 2 de moyenne, et 3 de mauvaise, ce
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qui représente 26 dou. Question : combien de dou représentent 1 mesure de très bonne cérérale, 1 mesure de moyenne
céréale, 1 mesure de mauvaise céréale, respectivement ?.

Ici la procédure fangcheng va comme suit. D’abord on inscrit les coefficients (ici, pour rendre le texte plus aisé à

lire, on utilise les chiffres arabes !) en un tableau comme ceci :

1 2 3
2 3 2
3 1 1

26 34 39

où la colonne de droite correspond à

la première condition, celle du milieu à la deuxième, et celle de gauche à la troisième. Ensuite, Liu Hui dit que l’on
doit utiliser les céréales au sommet de la colonne de droite pour multiplier tous les termes de la colonne centrale,
puis procéder à une succession de soustraction de la colonne de droite dans la colonne du centre que l’on vient de
multiplier, jusqu’à élimination du terme au sommet. La suite des manipulations est donc :

1 2 3
2 3 2
3 1 1

26 34 39

1 6 3
2 9 2
3 3 1
26 102 39

1 3 3
2 7 2
3 2 1

26 63 39

1 3
2 5 2
3 1 1
26 24 39

.

L’étape suivante est analogue, en vue d’éliminer le nombre au sommet de la colonne de gauche :

1 3
2 5 2
3 1 1
26 24 39

3 3
6 5 2
9 1 1

78 24 39

3
4 5 2
8 1 1

39 24 39

.

On continue en éliminant le nombre au sommet de la nouvelle colonne de gauche, à l’aide, cette fois, de la colonne
centrale :

3
4 5 2
8 1 1

39 24 39

3
20 5 2
40 1 1

195 24 39

3
15 5 2
39 1 1

171 24 39

3
10 5 2
38 1 1

147 24 39

3
5 5 2

37 1 1
123 24 39

3
5 2

36 1 1
99 24 39

.

Alors le tableau étant réduit à cette forme triangulaire, on obtient la première des réponses comme valant 99
36 = 11

4 ,

et puis on trouve les secondes et troisièmes par substitutions successives : 24−1 99
36

5 = 153
36 = 17

4 , et 39−2 153
36 −1 99

36
3 = 333

36 = 37
4 .

De nos jours on poserait tb = prix ou nombre de dou d’une mesure de très bonnes céréales, m = prix des moyennes,

M = prix des mauvaises, et on mettrait le problème en équations :


3tb + 2m + 1M = 39
2tb + 3m + 1M = 34
1tb + 2m + 3M = 26

. La résolution consiste

alors à remplacer la seconde équation par son produit par le coefficient de tb dans la première, qui est 3, et puis à
retirer autant qu’on peut, soit 2 fois, la première équation à la nouvelle seconde. Alors dans la nouvelle seconde le

coefficient de tb est devenu 0, et le système est


3tb + 2m + 1M = 39
0tb + 5m + 1M = 24
1tb + 2m + 3M = 26

, etc. On aboutit au système triangulaire


3tb + 2m + 1M = 39
0tb + 5m + 1M = 24
0tb + 0m + 36M = 99

. Alors la “règle de trois” donne M = 99
36 , et remontant la cascade des équations on reporte

dans la précédente, ce qui donne 5m + 99
36 = 24, d’où m = 1

5 (24− 99
36 ), etc. Autrement dit, afin de préparer l’application

d’une succession de “règles de trois ”, on use plusieurs fois du principe suivant (qui vient donc compléter la résolution
de ax + b = c par x = c−b

a ) :
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Proposition 3. Soit à résoudre le système d’équations

{
ax + by + · · · = c
a′x + b′y + · · · = d

; on multiplie a′x + b′y + · · · = c′ par

a, ce qui donne aa′x + ab′y + · · · = ac′, et l’on retire de cette dernière a′ fois la première ax + by + · · · = c : il vient le

nouveau système :

{
ax + by + · · · = c
0x + (ab′ − a′b)y + · · · = ac′ − a′c

.

Ultérieurement, en exercice 1.44, p.32, on reprendra l’analyse de cet exemple et l’analyse des mouvements de
résolution en terme de multiplication par des matrices élémentaires.

1.1.4 Le problème des bœufs du Soleil, d’Archimède

Il s’agit d’un problème qu’Archimède, au troisième siècle avant Jésus-Christ, aurait inventé et mis sous forme
d’épigramme dans une lettre à Eratosthène de Cyrène. On ne connaı̂t en fait ce texte que depuis 1773, publié par
Gotthold Ephraim Lessing d’après un manuscrit grec de la bibliothèque Herzog August à Wolfenbüttel en Allemagne.
Le voici en exercice, dans le texte figurant dans (Les Œuvres complètes d’Archimèdes (trad. de Paul Ver Eecke), éd.
Vaillant-Carmanne S. A., tome II, p. 545-547).

Exercice 7. Dans son problème des bœufs du Soleil, Archimède pose deux questions successives — que nous repro-
duisons ci-après, la seconde étant beaucoup plus difficile. On demande de traduire la première en langage algébrique
moderne et de la résoudre, en valeurs entières posiitives. On montrera que le total des bovins est un multiple de
50389082. Pour la seconde question on demande de la traduire en langage algébrique, jusqu’à montrer qu’elle
équivaut à résoudre en nombres entiers positifs l’équation y2 − Cx2 = 1 où C = 410286423278424. sans résoudre
cette équation constater que si le problème d’Archimède a une solution, le nombre total de bovins est plus grand que
1014.

1 — Ami, si tu as la sagesse en partage, apporte grand soin à calculer à combien s’élevait la multitude des bœufs
du Soleil qui, jadis, dans les plaines de l’ı̂le de la Sicile Thrinacienne, paissaient, répartis en quatre troupeaux de
couleurs différentes, l’un blanc de lait, l’autre d’un noir luisant, le troisième brun et le quatrième tavelé. Il y avait
dans chaque troupeau un nombre considérable de taureaux répartis dans les proportions suivantes : imagine, mon ami,
que les blancs étaient en nombre égal à la moitié augmentée du tiers des taureaux noirs, et augmentée de tous les
bruns, tandis que les noirs étaient en nombre égal aux quatrième et cinquième parties des tavelés, accrues de tous les
bruns. Considère, d’autre part, que les tavelés, restants, étaient en nombre égal aux sixième et septième parties des
blancs, accrues de tous les bruns. Les vaches étaient réparties de la manière suivante : Les blanches étaient en nombre
précisément égal aux troisième et quatrième parties de tout le troupeau noir, tandis que les noires étaient de nouveau
en nombre égal aux quatrième et cinquième parties des tavelées qui étaient toutes venues paı̂tre en compagnie des
taureaux [c’est-à-dire en compagnie des taureaux tavelés ; donc le nombre des vaches noires est égal aux quatrième et
cinquième parties de l’ensemble des vaches et des taureaux tavelés]. Les tavelées étaient, d’autre part, en nombre égal
aux cinquième et sixième parties de tout le troupeau brun, tandis que les brunes étaient en nombre égal à la moitié de
la troisième partie accrue de la septième partie du troupeau blanc.

Ami, si tu me dis exactement combien il y avait de bœufs du Soleil, quel était en particulier le nombre des taureaux
gras et en particulier le nombre des vaches pour chacune des couleurs, on ne te qualifiera ni d’ignorant ni de malhabile
en matière de nombres ;
2 — mais tu ne pourras cependant pas encore compter parmi les savants. Dès lors, observe encore les diverses manières
dont les bœufs du Soleil étaient disposés : lorsque les taureaux blancs joignaient leur multitude aux noirs, ils se main-
tenaient en un groupe compact ayant la même mesure en profondeur qu’en largeur, et ce carré remplissait entièrement
les immenses plaines de la Thrinacie. D’autre part, les bruns et les tavelés réunis, sans que les taureaux d’autres cou-
leurs fussent présents ou sans qu’ils manquassent, étaient groupés de telle sorte que, le premier rang étant constitué
par un seul, ils formaient graduellement une figure triangulaire.

Ami, si tu trouves toutes ces choses de pair, et si, en un mot, concentrant tes esprits, tu exprimes toutes les mesures
de ces multitudes, va, te glorifiant d’avoir remporté la victoire, et persuadé que l’on te juge complètement consommé
dans cette science.
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La première question de l’énoncé fait intervenir, pour le dire et l’écrire en langage moderne, huit inconnues entières
positives dans sept équations : soit B, N, B’, T les nombres de taureaux blancs, noirs, bruns, tavelés, et soit b, n, b’, t
les nombres de vaches blanches, noires, brunes, tavelées. Les conditions exprimées se traduisent par le système :

B = ( 1
2 + 1

3 )N + B′

N = ( 1
4 + 1

5 )T + B′

T = ( 1
6 + 1

7 )B + B′
&


b = ( 1

3 + 1
4 )(N + n)

n = ( 1
4 + 1

5 )(T + t)
t = ( 1

5 + 1
6 )(B′ + b′)

b′ = ( 1
2 ×

1
3 + 1

7 )(B + b)

.

Ce problème admet une infinité de solutions en nombres entiers positifs, fonction d’un paramètre entier q, comme
nous allons voir. Stricto sensu, pour faire l’exercice il suffit de connaı̂tre la règle de trois et son complément basique la
méthode de rectangulation, et aussi la décomposition des nombres en facteurs premiers et le fait que si p est premier
et si b et c sont des entiers tels que p divisebc et ne divise pas b, alors p divise c ; mais il faut aussi du temps et de
l’attention pour calculer juste.

Il s’agit de résoudre en entiers positifs le système linéaire, qui s’écrit encore :

+6B −5N −6B′ = 0
20N −20B′ −9T = 0

−13B −42B′ +42T = 0
−7N +12b −7n = 0

−9T +20n −9t = 0
−11B′ −11b′ +30t = 0

−13B −13b +42b′ = 0

.

Avec T comme paramètre provisoire, les trois premières équations s’écrivent


+6B −5N −6B′ = 0

20N −20B′ = 9T
−13B −42B′ = −42T

.

On trouve, par exemple par rectangularisation, B = 1113
790 T = 3.7.53

2.5.79 T , N = 801
790 T = 32.89

2.5.79 T , B′ = 891
1580 = 34.11

22.5.79 T , où les
fractions sont bien irréductibles. Comme on veut des entiers il faut que T soit un multiple de 1580, soit T = 1580k,
k entier positif quelconque, et alors on a B = 2226k, N = 1602k et B′ = 891k. On reporte ces valeurs dans les quatre
dernières équations et il vient le système où k est donc un paramètre entier a priori quelconque, mais qui ensuite devra
être tel que les solutions soit entières positives :

+12b −7n = 7 × 1602k
20n −9t = 9 × 1580k

−11b′ +30t = 11 × 891k
−13b +42b′ = 13 × 2226k

.

Par substitutions successives : b = 7
12 N + 7

12 n = 7
12 N + 7

12 ( 9
20 T + 9

20 t) = 7
12 N + 63

240 T + 63
240 t = 7

12 N + 63
240 T +

63
240 ( 11

30 B′ + 11
30 b′) = 7

12 N + 63
240 T + 693

7200 B′ + 693
7200 b′ = 7

12 N + 63
240 T + 693

7200 B′ + 693
7200 ( 13

42 B + 13
42 b), et donc

(
1 − 693×13

7200×42

)
b =

7
12 N + 63

240 T + 693
7200 B′+ 693×13

7200×42 B, soit (7200×42−693×13)b = 7×42×600N +63×42×30T +693×42B′+693×13B,
ce qui, compte tenu de ce que 7200 × 42 − 693 × 13 = 4657 × 63, devient 4657b = 2800N + 1260T + 462B′ + 143B.
Si l’on remplace N, T , B′ et B par leurs valeurs, cela devient b = 7206360

4657 k, et, puisque 4657 est premier, pour que
b soit entier il faut et il suffit que k soit un multiple de 4657, soit k = 4657q,et donc il vient b = 7206360q, q
étant un entier quelconque. Ensuite, connaissant b, on trouve successivement n, t et b′ : n = 12

7 B − N = 4893246q,
t = 20

9 n − T = 3515820q, b′ = 30
11 t − B′ = 5439213q, et ces nombres sont bien entiers.

On a trouvé B = 2226 × 4657q, N = 1602 × 4657q, B′ = 891 × 4657q, T = 1580 × 4657q, donc on a :

B = 10366482q, N = 7460514q, B′ = 4149387q, T = 7358060q,
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b = 7206360q, n = 4893246q, b′ = 5439213q, t = 3515820q.

et le total est : 50389082q.
La seconde question de l’énoncé impose deux conditions supplémentaires :{

B + N = nombre entier positif carré = m2

B′ + T = nombre entier positif triangulaire = 1 + 2 + · · · + (n − 1) + n = n(n+1)
2

,

soit en reportant B + N = 2226k + 1602k = 3828k = 3828 × 4657q = 17826996q, et B′ + T = 891k + 1580k =

2471k = 2471× 4657q = 11507447q, les conditions :

{
17826996q = m2

11507447q = n(n+1)
2

. Si on décompose en facteurs premiers

17826996 = 3 × 11 × 29 × 4657, la première condition 3 × 11 × 29 × 4657q = n2 revient à q = 3 × 11 × 29 × 4657x2,
et alors pour satisfaire aux deux il faut trouver x et n entiers tels que 11507447 × 3 × 11 × 29 × 4657x2 = n(n+1)

2 , soit :
102571605819606x2 = n(n+1)

2 , ou bien encore :

3 × 7 × 11 × 29 × 353 × (4657)2x2 =
n(n + 1)

2
.

Si l’on tient compte de ce que n(n+1)
2 = 1

8 ((2n + 1)2 − 1), cette équation devient, en posant 2n + 1 = y, entier impair :
8 × 3 × 7 × 11 × 29 × 353 × (4657)2x2 = y2 − 1. Ainsi le problème se ramène, en posant

C = 23 × 3 × 7 × 11 × 29 × 353 × (4657)2 = 410286423278424,

à trouver deux entiers x et y tels que
y2 −Cx2 = 1.

Éventuellement on remarquera que C = 2 × 3 × 7 × 11 × 29 × 353 × (2 × 4657)2, soit C = 4729494(9314)2, et on aura
une solution de y2 −Cx2 = 1 en cherchant une solution de y2 − 4729494x2 = 1 telle que x soit un multiple de 9314.
Si (x, y) est solution de y2 − Cx2 = 1, alors on prend q = 17826996x2, et notamment le nombre total de bœufs est
50389082 × 17826996x2. Sans même résoudre l’équation y2 −Cx2 = 1 on voit déjà que si le problème a une solution
elle est plus grande que 1014. En fait il y en a une, mais bien plus grande que cela ! mais pour l’instant nous retenons
donc le résultat suivant :
Fin de l’exercice (conclusion provisoire du problème) : La solution minimal pour le nombre total de bœufs est
50389082 × 17826996x2, où x est le plus petit entier tel qu’il existe un entier y avec y2 − 410286423278424x2 = 1.

En 1965 H. C. Williams, R. A. German, and C. R. Zarnke (Solution of the cattle problem of Archimedes, Ma-
thematics of Computation, vol. XIX (1965), 671-674) ont annoncé une solution complète du problème, le résultat
étant déposé sur les Unpublished Mathematical Table du journal. En 1981, Harry L. Nelson a publié (A solution to
Archimedes cattle problem, Journal of recreational Mathematics, vol. 13 (1980-81), 162-176) la plus petite solution
pour le nombre total de bœufs, soit un nombre “astronomique” dont l’écriture comporte 206545 chiffres et s’écrit
7760271406 . . . 9455081800. On peut donc la voir intégralement imprimée sur environs 70 pages. Pour la dire (en
énoncer les chiffres) cela demanderait quelques jours. Et encore nous travaillons avec notre écriture décimale des
nombres, dont ne disposait pas Archimède et ses contemporains. Même le système de notations des grands nombres
d’Archimède semble peu praticable dans ces ordres de grandeurs. Et puis, sachant que la Sicile a une surface d’environ
25708 km2, on pourra calculer la place laissée à chaque bœuf !

1.1.5 Exemples simples anciens et modernes

Voici, extrait encore du Jiuzhang suanshu par Pierre Gabriel (Matrices, géométrie, algèbre linéaire, Cassini, Paris,
2001, p. 607), un sujet de concours d’entrée à l’école mandarinale supérieure T’ai-hsueh de Xi’an (époque Han, 123
avant J.-C), avec 5 conditions pour 5 inconnues :
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Exercice 8. Les candidats devront résoudre : 9 boisseaux de chanvre, 7 de froment, 3 de haricots, 2 de fèves et 5 de
millet coûtent 140 pièces de monnaie, 7 boisseaux de chanvre, 6 de froment, 4 de haricots, 5 de fèves et 3 de millet
coûtent 128 pièces de monnaie, 3 boisseaux de chanvre, 5 de froment, 7 de haricots, 6 de fèves et 4 de millet coûtent
116 pièces de monnaie, 2 boisseaux de chanvre, 5 de froment, 3 de haricots, 9 de fèves et 4 de millet coûtent 112 pièces
de monnaie, 1 boisseau de chanvre, 3 de froment, 2 de haricots, 8 de fèves et 5 de millet coûtent 95 pièces de monnaie.
Combien coûte un boisseau de chaque denrée ?.

Et voici un problème que l’on trouve dans l’Arithmétique pratique de Clavius de 1583 :

Exercice 9. On cherche trois nombres tels que le premier, ajouté à 73, fasse le double des deux autres ; le second,
avec 73, fasse le triple des deux autres, le troisième enfin, avec 73, fasse le quadruple des deux autres.
On trouvera 7, 17 et 23.

On trouvera dans David C. Lay (Algèbre linéaire. Théorie, exercices & applications, de boeck, 2004) de nombreux
problèmes linéaires concrets d’aujourd’hui qui fondamentalement demandent essentiellement la même procédure de
rectangularisation. Voici des exemples simples en exercices.

Exercice 10. On sait que, pour 100 g, le lait écrémé fournit 36 g de protéines, 52 g d’hydrates de carbone et 0
grammes de lipides, que la farine de soja fournit 51 g de protéines, 34 g d’hydrates de carbones et 7 g de lipides,
que le petit-lait fournit 13 g de protéines, 74 g d’hydrates de carbone et 1, 1 g de lipides, on demande de déterminer
une combinaison de lait écrémé, de farine de soja et de petit-lait qui fournissent les quantités requises par le régime
basses calories dit “de Cambridge” (en vogue vers 1980), à savoir 33 g de protéines, 45 g d’hydrate de carbone, 3 g
de lipides.
On montrera qu’il faut 27, 7 g de lait écrémé, 39, 2 g de farine de soja, et 23, 3 g de petit lait.

Exercice 11. Considérons l’économie de trois secteurs : charbon, électicité, acier, dans laquelle chaque secteurs
distribue sa production ou “output” entre lui-même et les deux autres, et reçoit son “input” de lui-même et des deux
autres : pour les outputs, le charbon fournit de sa production 0% au charbon, 60% à l’électricité, 40% à l’acier,
l’électricité fournit de sa production 40% au charbon, 10% à l’électicité, 50% au charbon, et l’acier fournit de sa
production 60% au charbon, 20% à l’electicité et 20% à l’acier ; quand aux inputs ou besoins, le charbon reçoit 0%
de la production du charbon, 40% de la production de l’électricité, 60% de la production de l’acier, l’électicité re c
coit 60% de la production du charbon, 10% de la production de l’électricté, 20% de la production de l’acier, et l’acier
reçoit 40% de la production du charbon, 50% de la production de l’électricité, et 20% de la production de l’acier.
On demande de déterrminer les prix des productions totales du charbon, de l’électricité et de l’acier qui permette
l’équilibre du syst me, c’est-à-dire, pour chaque secteur l’égalité des recette et des dépenses.
On montrera que si le prix de la productions d’acier est 100 millions d’euros, alors le prix de la production de charbon
doit être de 94 millions d’euros, et celui de la production d’électricité de 85 millions d’euros.

Exercice 12. On sait que le propane C3H8 interagit avec l’oxygène 02 pour former du dioxyde de carbone CO2 et de
l’eau H2O.
1 — On demande de pondérer ou équilibrer l’équation de réaction combustion du propane : aC3H8 + bO2 → cCO2 +

dH2O, c’est-à dire de trouver les coefficients entiers a, b, c et d tels que figure dans chaque membre les mêmes nombre
d’atomes de chaque corps purs C, H et O. On trouvera C3H8 + 5O2 → 3CO2 + 4H2O.
2 — Équilibrer la réaction : B2S 3 + H20→ H3BO3 + H2S .
3 — Équilibrer la réaction : Na3PO4 + Ba(NO3)2 → Ba3(PO4)2 + NaNO3.

1.2 Matrices de systèmes linéaires : opérations, partitions, inversions.

Un ouvrage de référence aujourd’hui sur les matrices est celui de F. R. Gantmacher (The theory of matrices, vol.
I & II, Chelsea, 1959, 1960, 1977, translate from russian by K. A. Hirsch.), où l’on trouvera de plus les références de
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67 livres ou monographies et de 296 articles sur le sujet, et une bonne idées des travaux sur le sujet jusqu’aux années
1960.

Le nom de matrice pour désigner un tableau rectangulaire de nombres, fut inventé en 1850 par James Joseph
Sylvester [1814-1897] Collected Math. Papers, 1, 145-51, 1850. En 1855, Arthur Cayley [1821-1895] introduisit —
idées décisives — les produits de matrices et les matrices inversibles (Collected papers, 2, p. 185-88, 1955, puis 2,
475-96, 1858.), et, par là, l’algèbre abstraite des matrices considérée per se et logiquement, en particulier en aval
de la théorie des déterminants déjà bien développée à ce moment. Historiquement l’algèbre abstraite des matrices
couronne la théorie des déterminants, et cette théorie des matrices sera elle-même ensuite comprise dans celle des
espaces vectoriels et des algèbres.

Les problèmes qui reviendraient à la résolution de systèmes d”equations linéaires peuvent très bien se résoudre
sans théorie des espaces vectoriels, et même sans algèbre matricielles, voir sans algèbre, sans notations littérales pour
les inconnues, sans équations, comme nous venons de le voir dans la pratique chinoise. Mais pour celui à qui la notion
d’inconnues et d’équations est familière, il est naturel d’en emprunter maintenant l’écriture. Le seul inconvénient
aujourd’hui — dont on est donc bien prévenu — serait de croire, du coup, que la mathématique chinoise ancienne était
déjà de l’algèbre au sens moderne, qu’ils avaient la notion d’équation d’aujourd’hui, etc ! Dans les années 1950, un
moment crucial de la formation mathématique élémentaire en France était précisément celui où, après avoir appris les
procédures arithmétiques et comptables à l’école primaire, on expliquait comment tout cela pouvait se faire aussi, plus
uniformément et donc plus aisément, par l’algèbre, où par exemple les variétés de la règle de trois étaient repensées
dans les transformations de l’équation mx = b. Avec les notations et les règles de constructions et calculs des matrices
et équations matricielles, on arrive à une modification semblable à partir de la procédure fang-cheng, qui est repensé
alors comme un algorithme pour transformer et résoudre les équations matricielles MX = B.

Un système linéaire de l équations à c inconnues à coefficients et données des nombres est un système de la forme :

M1,1X1 + M1,2X2 + . . . + M1, jX j + . . . + M1,cXc = B1
M2,1X1 + M2,2X2 + . . . + M2, jX j + . . . + M2,cXc = B2

. . .
Mi,1X1 + Mi,2X2 + . . . + Mi, jX j + . . . + Mi,cXc = Bi

. . .
Ml,1X1 + Ml,2X2 + . . . + Ml, jX j + . . . + Ml,cXc = Bl

On considère les B1, . . . , Bi, . . . , Bl comme des données, et les X1, . . . , X j, . . . , Xc comme des inconnues. Les nombres
Mi, j sont appellés les coefficients, et leur spécification simultanée s’appelle la matrice du système. Le problème est
donc, les Mi, j et les Bi étant connus, de trouver les X j.

Exercice 13. Constater que le problème ci-avant cité de l’école T’ai-hsueh (p. 12), s’écrit :

9X1 + 7X2 + 3X3 + 2X4 + 5X5 = 140
7X1 + 6X2 + 4X3 + 5X4 + 3X5 = 128
3X1 + 5X2 + 7X3 + 6X4 + 4X5 = 116
2X1 + 5X2 + 3X3 + 9X4 + 4X5 = 112
1X1 + 3X2 + 2X3 + 8X4 + 5X5 = 95

1.2.1 Définition des matrices, colonnes, lignes, transposition, sommes, produit par scalaire

Définition 1. On définit une matrice M à l lignes et c colonnes, ou de type l × c, — pour l et c deux entiers —, comme
une donnée d’un tableau rectangulaire de nombres Mi, j, — tableau ouvert et fermé par des parenthèses, comportant c
colonnes et l lignes, avec, à la place (i, j), c’est-à-dire au point de concours de la ligne i et de la colonne j, le nombre
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Mi, j (le premier indice i est dit indice de ligne et le second est dit indice de colonne) — soit de la forme

M =


M1,1 M1,2 . . . M1,c
M2,1 M2,2 . . . M2,c
...

...
. . .

...
Ml,1 Ml,2 . . . Ml,c

 .

Quand on écrit effectivement le tableau, les indices i et j sont optionnels, pour rappeler donc la place du nombre Mi, j.
Vue comme une double liste, la matrice M sera aussi notée brièvement M = (Mi, j)1≤i≤l,1≤ j≤c.
Si l = c = d, au lieu de parler de matrice de type d × d on dira plutôt matrice carrée de dimension d.
Si besoin est on notera l = lig(M), c = col(M), l × c = type(M), d = dim(M).

On trouve aussi pour les matrices la notation


M1,1 M1,2 . . . M1,c
M2,1 M2,2 . . . M2,c
...

...
. . .

...
Ml,1 Ml,2 . . . Ml,c

 ou encore

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
M1,1 M1,2 . . . M1,c
M2,1 M2,2 . . . M2,c
...

...
. . .

...
Ml,1 Ml,2 . . . Ml,c

∥∥∥∥∥∥∥∥∥.

Pour notre part nous réserverons les crochets à la description des constructions par blocs.
Ici Par exemple les matrices carrés de type 1 × 1, 2 × 2, 3 × 3, 4 × 4 et 5 × 5 prennent les formes

(
a
)
,

(
a b
c d

)
,

a b c
d e f
g h i

 ,


a b c d
e f g h
i j k l
m n o p

 ,


a b c d e
f g h i j
k l m n o
p q r s t
u v w x y

 .

Exercice 14. Constater que la matrice des coefficients des inconnues du problème de l’école T’ai-hsueh ci-dessus est

A =


9 7 3 2 5
7 6 4 5 3
3 5 7 6 4
2 5 3 9 4
1 3 2 8 5


Définition 2. Deux matrices M et N sont égales — et on écrit alors M = N — si et seulement si elles ont le même type
l × c et à chaque place (i, j) le même coefficient Mi, j = Ni, j.

Définition 3. Une matrice carré U de dimension d est dite triangulaire supérieure (soit en anglais upper triangular)
[resp. est dite triangulaire inférieure (soit en anglais lower triangular] si et seulement si les termes sous la diagonale
U1,1U2,2 . . .Ud,d soit les Ui, j tels que i > j sont nuls [resp. les termes au-dessus de la diagonale L1,1L2,2 . . . Ld,d soit
les Li, j tels que i < j sont nuls ] ; c’est dont une matrice de la forme

U =



U1,1 U1,2 . . . . . . . . . U1,d

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . Ud−1,d
0 . . . . . . . . . 0 Ud,d


, resp. L =



L1,1 0 . . . . . . . . . 0

L2,1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
Ld,1 . . . . . . . . . Ld,d−1 Ld,d


.
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Une matrice carrée qui est à la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure est dite diagonale, et est donc de
la forme

D =



D1,1 0 . . . . . . . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . . . . . . . 0 Dd,d


.

Si les termes diagonaux sont notés di = Di,i, alors la matrice D est notée

D = diag[d1, d2, . . . , dn]

Concernant les matrices quelconques, nous allons en considérer les colonnes, les lignes et la transposition.
Étant donnée une matrice M quelconque, on désigne par M?, j sa j-ième colonne, et par Mi,? sa i-ième ligne,

c’est-à-dire

M?, j =


M1, j
M2, j
...

Ml, j

 , Mi,? =
(

Mi,1 Mi,2 . . . Mi,c
)
.

Ce sont des matrices de type l×1 et 1×c que l’on appelle matrice-colonnes et matrice-lignes, ou simplement colonnes
et lignes au sens suivant :

Définition 4. Une matrice C de type l × 1, soit

C = C?,1 =


C1,1
C2,1
...

Cl,1

 ,

de type l × 1, et abrégée en C = C?,1 = (Ci,1)1≤i≤l, est dite colonne de hauteur l ; c’esr un cas particulier de matrice
triangulaire inférieure.
Et une matrice

L = L1,? =
(
L1,1 L1,2 . . . L1,c

)
,

de type 1 × c, et abrégée en L = L1,? = (L1, j)1≤ j≤c, est dite ligne de longueur c ; c’est un cas particulier de matrice
triangulaire supérieure.

Dans une colonne seule, isolée, le second indice devient superflu, comme l’est le premier dans une ligne isolée ; on
pourra les omettre, voire omettre même tout signe tel que le placement d’un “ ?” permettant de connaı̂tre le type, et/ou
la place dans une matrice plus vaste.

Exercice 15. Les matrice-colonnes des inconnues et des constantes aux seconds membres du problème de l’école
T’ai-hsueh ci-dessus sont

X =


X1
X2
X3
X4
X5

 , B =


140
128
116
112
95

 .
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Définition 5. La transposée de la matrice M = (Mi, j)1≤i≤l,1≤ j≤c, de type l × c est la matrice notée M>, de type c × l,
obtenue en échangeant les rôles des lignes et des colonnes de M, soit telle que M>?, j = M j,? ou encore M>i,? = M?,i, et
dont le coefficient à la place (i, j) est donc

M>i, j = M j,i.

Cette transposée est donc le tableau

M> =


M1,1 M2,1 . . . Ml,1
M1,2 M2,2 . . . Ml,2
...

...
. . .

...
M1,c M2,c . . . Ml,c

 .

Proposition 4. Pour toute matrice M on a
(M>)> = M.

On se gardera bien de confondre la matrice M avec la matrice M>.

Exercice 16. Vérifier que pour la matrice A ci-dessus on a

A> =


9 7 3 2 5
7 6 4 5 3
3 5 7 6 4
2 5 3 9 4
1 3 2 8 5


>

=


9 7 3 2 1
7 6 5 5 3
3 4 7 3 2
2 5 6 9 8
5 3 4 4 5

 .

Proposition 5. Par transposition on passe des objets de type ligne aux objets de type colonnes, des matrices triangu-
laires supérieures aux matrices triangulaires inférieures, et réciproquement.

Ainsi la condition C = L> ou (Ci,1)1≤i≤l = (L1, j)>1≤ j≤c, ou


C1,1
C2,1
...

Cl,1

 =
(
L1,1 L1,2 . . . L1,c

)>, signifie que l = c =

d et que Cm,1 = L1,m pour tout m ≤ d. Au plan de la pratique typographique des écritures mathématiques, le signe “>”
nous permet d’indiquer en ligne horizontale un objet qui consiste d’une colonne verticale, ce qui permet souvent de
sauver de la place.

Ensuite, dans un type l × c fixé, on considère, pour les matrices les opérations de somme (ou addition) et de
multiplication par des scalaires éléments de K, dite, plus brièvement multiplication scalaire.

Définition 6. La somme de deux matrices de même type M = (Mi, j)1≤i≤l,1≤ j≤c et N = (Ni, j)1≤i≤l,1≤ j≤c est la matrice
notée M + N, de même type et dont le coefficient à la place (i, j) est

(M + N)i, j = Mi, j + Ni, j.

Donc avec M =


M1,1 M1,2 . . . M1,c
M2,1 M2,2 . . . M2,c
...

...
. . .

...
Ml,1 Ml,2 . . . Ml,c

 et N =


N1,1 N1,2 . . . N1,c
N2,1 N2,2 . . . N2,c
...

...
. . .

...
Nl,1 Nl,2 . . . Nl,c

, la somme vaut :

M + N =


M1,1 + N1,1 M1,2 + N1,2 . . . M1,c + N1,c
M2,1 + N2,1 M2,2 + N2,2 . . . M2,c + N2,c

...
...

. . .
...

Ml,1 + Nl,1 Ml,2 + Nl,2 . . . Ml,c + Nl,c

 .
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Exercice 17. Constater que (
−1 0 3
8 7 −4

)
+

(
1 −5 5
7 −7 3

)
=

(
0 −5 8

15 0 −1

)
.

Exercice 18. Étant donnée une matrice quelconque M on désigne par M[!, j] la matrice de même type ayant toutes ses
colonnes nulles, sauf la j-ème égale à M?, j. Alors on a

M = M[!,1] + · · · + M[!, j] + . . . M[!,c].

Définition 7. La multiplication scalaire de la matrice M = (Mi, j)1≤i≤l,1≤ j≤c par le nombre λ à gauche est la matrice
notée λM, de même type que M et dont le coefficient à la place (i, j) est

(λM)i, j = λMi, j.

Ce produit scalaire est donc le tableau

λM =


λM1,1 λM1,2 . . . λM1,c
λM2,1 λM2,2 . . . λM2,c
...

...
. . .

...
λMl,1 λMl,2 . . . λMl,c

 .

On définit de même la multiplication scalaire Mλ de M par λ à droite. Comme nos produits de nombres sont
commutatifs (xy = yx pour tous nombres x et y), alors on a toujours λM = Mλ. On parle donc simplement de
multiplication scalaire, sans avoir à préciser à gauche ou à droite.

Exercice 19. Constater que

9
(
−1 0 3
8 7 −4

)
− 7
(

1 −5 5
7 −7 3

)
=

(
−16 35 −8
23 112 −47

)
.

Avec la somme et la multiplication scalaire de matrices, on peut alors penser aux systèmes d’équations comme à
une seule équation aux inconnues des nombres et à coefficients des matrices colonnes, et écrire un tel système ainsi :M1,1

...
Ml,1

 X1 +

M1,2
...

Ml,2

 X2 + . . . +

M1, j
...

Ml, j

 X j + . . . +

M1,c
...

Ml,c

 Xc =

B1
...

Bl

 ,

ou bien, de façon plus compacte : M?,1X1 + M?,2X2 + . . . + M?, jX j + . . . + M?,cXc = B, si bien que

Proposition 6. Résoudre un système de matrice M revient à trouver une écriture de la colonne B comme combinaison
des colonnes de M de la forme

X1M?,1 + X2M?,2 + . . . + X jM?, j + . . . + XcM?,c = B.

Proposition 7. On a
(µM + νN)> = µM> + νN>.

Proposition 8. Toute matrice carré M se décompose de façon unique en une somme

M = S + A,

où S e est symétrique c’est-à-dire telle que S > = S et où A est antisymétrique c’est-à-dire telle que A> = −A.
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En effet si M = S + A alors M> = (S + A)> = S > + A> = S − A, et donc M + M> = 2S et M − M> = 2A. On
a donc S = 1

2 (M + M>) et A = 1
2 (M − M>). On conclut en vérifiant que S S > = 1

2 (M + M>)> = 1
2 (M> + (M>)>) =

1
2 (M> + M) = S et que A> = 1

2 (M − M>)> = 1
2 (M> − (M>)>) = 1

2 (M> − M) = −S .

Exercice 20. Trouver S symétrique et A antisymétrique telles que S + A = M pour 0 −4 6
3 20 −1
12 0 0



1.2.2 Produit de matrices, équations matricielles

Pour aller plus loin on considère une dernière opération nommée le produit ou la multiplication des matrices, qui
jointes aux opérations précédentes permet de consid’erer les équations matricielles.

Produits de matrices

Définition 8. Le produit de deux matrices M et N, la première M de type (q, p) et la seconde N de type (r, q), est la
matrice notée P = NM, de type (r, p) et dont le coefficient à la place (i, j) est

Pi, j = (NM)i, j = Ni,1M1, j + Ni,2M2, j + . . . + Ni,qMq, j =
∑

1≤k≤q

Ni,k Mk, j.

En particulier si M est carrée de type q × q, on pose M0 = Iq, et, pour tout entier n|eq0, Mn+1 = (Mn)M.

Le produit NM = P s’effectue concrètement en disposant N à gauche sous M et on écrit le résultat dans l’espace
sous M et à droite de N :


M1,1 . . . M1, j . . . M1,p
M2,1 . . . M2, j . . . M2,p
...

...
...

. . .
...

Mq,1 . . . Mq, j . . . Mq,p

 = M

N =


N1,1 N1,2 . . . N1,q
...

...
...

...
Ni,1 Ni,2 . . . Ni,q
...

...
. . .

...
Nr,1 Nr,2 . . . Nr,q




P1,1 . . . P1, j . . . P1,p
...

...
...

...
...

Pi,1 . . . Pi, j . . . Pi,p
...

...
...

. . .
...

Pr,1 . . . Pr, j . . . Pr,p

 = P = NM

En fait, cette disposition pratique pour faire le calcul généralise celle que l’on connaı̂t pour les tables de multiplication
(cas où q = 1). Et la matrice produit NM peut aussi être comprise comme la somme

NM =
∑

1≤k≤q

N?,k Mk,?

des q matrices N?,k Mk,?, qui sont les tables de multiplication de la k-ième colonne de N par la k-ième ligne de M, pour
k variant de 1 à q.
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On ne confondra pas cette disposition pour faire pratiquement le calcul de P avec l’écriture de l’égalité explicite
de NM = P en juxtaposant en ligne les matrices N et M, dans cet ordre, comme ceci donc :

N1,1 N1,2 . . . N1,q
...

...
...

...
Ni,1 Ni,2 . . . Ni,q
...

...
. . .

...
Nr,1 Nr,2 . . . Nr,q




M1,1 . . . M1, j . . . M1,p
M2,1 . . . M2, j . . . M2,p
...

...
...

. . .
...

Mq,1 . . . Mq, j . . . Mq,p

 =


P1,1 . . . P1, j . . . P1,p
...

...
...

...
...

Pi,1 . . . Pi, j . . . Pi,p
...

...
...

. . .
...

Pr,1 . . . Pr, j . . . Pr,p

 .

Proposition 9. La multiplication des matrices est associative, c’est-à-dire que si trois matrices L, M et N, sont de
types respectifs p × o, q × p et r × q, de sorte que les deux composés (NM)L et N(ML) sont définis, on a

(NM)L = N(ML).

En effet on calcule ((NM)L)i,k =
∑

v(NM)i,vLv,k =
∑

v(
∑

u Ni,uMu,v)Lv,k =
∑

v
∑

u(Ni,uMu,v)Lv,k, et puisque pour
trois nombres a, b et c on a l’associativité (cb)a = c(ba), cela devient

∑
v
∑

u Ni,u(Mu,vLv,k) =
∑

u
∑

v Ni,u(Mu,vLv,k) =∑
u Ni,u(

∑
v Mu,vLv,k) =

∑
u Ni,u(ML)u,k = (N(ML))i,k.

Proposition 10. Si NM est défini, MN ne l’est pas nécessairement, et si c’est le cas, en général MN , NM (la
multiplication des matrices n’est pas commutative). Si NM est défini, alors M>N> l’est aussi, et l’on a

M>N> = (NM)>.

Pour toute matrice M les produits M>M et MM> sont bien définis, et ce sont des matrices carrées symétriques
c’est-à-dire des matrices carrés C telles que C = C>.

Exercice 21. Calculer pour la matrice A du problème de l’école T’ai-hsueh ci-dessus, le produit B = A>A qui s’écrit :

B = A>A =


9 7 3 2 1
7 6 5 5 3
3 4 7 3 2
2 5 6 9 8
5 3 4 4 5




9 7 3 2 5
7 6 4 5 3
3 5 7 6 4
2 5 3 9 4
1 3 2 8 5

 .

Observer que B est symétrique c’est-à-dire que B> = B, et expliquez pourquoi.

Proposition 11. Si M et N sont des types convenables,

α(NM) = (αN)M,

et la multiplication des matrices est bilinéaire, c’est-à-dire que, toujours si les types sont convenables :

(λN + λ′N′)M = (λN)M + (λ′N′)M,

N(λM + λ′M′) = N(λN) + N(λ′N′).

On va utiliser aussi, dans chaque type l× c ou d × d, deux matrices très particulières, qui sont les matrices dont les
coefficients à la place (i, j) sont

(Ol×c)i, j = 0,

(Id)i, j =

{
1, si i = j;
0, sinon.

Ce sont donc : Ol×c =


01,1 01,2 . . . 01,c
02,1 02,2 . . . 02,c
...

...
. . .

...
0l,1 0l,2 . . . 0l,c

 et Id =


11,1 01,2 . . . 01,d
02,1 12,2 . . . 02,d
...

...
. . .

...
0d,1 0d,2 . . . 1d,d

.
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Définition 9. Les matrices Ol×c sont appelées matrices nulles, et les matrices Id (cas l = c = d) sont dites matrices
identités. Si l = c = d, alors Ol×c sera noté simplement Od. Si les types en jeu sont clairs, on écrira même simplement
O et I.

Proposition 12. Les matrices I sont neutres pour le produit, c’est-à-dire que si M est une matrice de type l × c, alors
on a

IlM = M = MIc.

Les matrices O sont nulles pour le produit, c’est-à-dire que si M est une matrice de type l × c, alors on a

OlM = Ol×c = MOc.

Équations linéaires comme équations matricielles.

Bien que Cayley ait défini le produit de matrices en référence explicite avec la composition des transformations
linéaires — nous y reviendrons —, on peut aussi soutenir que la multiplication des matrices est ad hoc, qu’elle est
définie comme elle l’est justement pour permettre de présenter un système d’équations linéaires sous forme matricielle.
D’ailleurs les deux points de vue se rejoindrons quand on comprendra le rapport entre transformations linéaires et
systèmes d’équations linéaires.

En effet, un système linéaire s’exprime aussi, d’une part, on l’a vu, en une équation vectorielle

M?,1X1 + M?,2X2 + . . . + M?, jX j + . . . + M?,cXc = B;

et, d’autre part, en notant donc Mi,? la i-ème ligne de M, en le système des l équations

M1,?X = B1, M2,?X = B2, . . . ,Mi,?X = Bi, ,Ml,?X = Bl.

Sous une forme où l’on ne choisit plus de privilégier les colonnes ou les lignes, le système s’écrit aussi :


M1,1 M1,2 . . . M1,c
M2,1 M2,2 . . . M2,c
...

...
. . .

...
Ml,1 Ml,2 . . . Ml,c





X1
X2
...

X j
...

Xc


=



B1
B2
...

B j
...

Bc


,

ou encore, forme ultime la plus ramassée, avec X et B des matrices colonnes :

MX = B.

Exercice 22. Constater que le problème de l’école T’ai-hsueh (p. 12) se laisse écrire matriciellement sous la forme :
9 7 3 2 5
7 6 4 5 3
3 5 7 6 4
2 5 3 9 4
1 3 2 8 5




X1
X2
X3
X4
X5

 =


140
128
116
112
95

 ,

soit, sous forme compacte :
AX = B.
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Quand à la question de trouver M tel que NM = P, elle équivaut à la conjonction pour tous les j des systèmes
N(M?, j) = P?, j qui sont chacun du genre NX j = B j avec des matrices colonnes X j = M?, j et B j = P?, j. Si donc
maintenant on considère N et P deux matrices de type r × q et r × p, et X une matrice inconnue de type convenable,
soit de type q× p, on voit qu’une équation matricielle NX = P est encore un système de systèmes d’équations linéaires,
soit en fin de compte un système d’équations linéaires. On pose donc

Définition 10. Si N et P sont de types r × q et r × p, une solution de l’ équation matricielle linéaire NX = P est une
matrice X = M de type q × p telle que

NM = P.

Proposition 13. La résolution de l’équation matricielle linéaire NX = P est linéaire, en ce sens que si P est une
combinaison linéaire P = α′Q′ + α′′Q′′ et si M′ et M′′ sont respectivement des solutions de NX = Q′ et NX = Q′′,
alors la combinaison linéaire M = α′M′ + α′′M′′ est solution de NX = P.

Premières équations polynomiales à inconnues matricielles, nombres complexes.

Définition 11. Soit n > 1 et An, An−1, . . . , A1, A0 des matrices de type r × q. Une solution de l’ équation matricielle
AnXn + An−1Xn−1 + · · · + A1X + A0 = Or×q est une matrice carrée X = M de type q × q telle que

AnMn + An−1Mn−1 + · · · + A1M + A0 = Or×q.

Proposition 14. Pour toute matrice carrée de type 2 × 2, soit C =

(
a b
c d

)
, on a l’identité :

C2 − (a + d)C + (ad − bc)I2 = O2.

Proposition 15. La matrice C =

(
0 −a0
1 −a1

)
vérifie

C2 + a1C + a0I2 = 0.

Proposition 16. Si a et b sont deux nombres, on forme le nombre complexe z =

(
a −b
b a

)
. Avec I =

(
1 0
0 1

)
et

J =

(
0 −1
1 0

)
on a z = aI + bJ, et en posant I = 1 et J = i, on a z = a + bi. La considération de la transposition

et des composantes symétriques et antisymétriques des matrices donne, dans le cas des complexes, la conjugaison
z̄ = z> = a − bi, la partie réelle<z = 1

2 (z + z>) = a, et la partie imaginaire pure =z = 1
2 (z − z>) = bi. Si =z = 0, z est

dit réel, et z =

(
a 0
0 a

)
est “assimilé” au nombre a.

On a J2 = −I, soit i2 = −1, et donc le produit des complexes se fait en développant :

z′z = (a′ + b′i)(a + bi) = (a′a − b′b) + (a′b + b′a)i.

Le produit des complexes est commutatif c’est-à-dire que zz′ = z′z.

On a zz̄ = z̄z = a2 + b2, z + z̄ = 2a, et les nombres complexes z =

(
a −b
b a

)
= a + bi et z̄ =

(
a b
−b a

)
= a + bi vérifient

z2 − 2az + a2 + b2 = 0.

Le complexe z = a + bi admet un inverse — soit un complexe z−1 tel que z.z−1 = z−1.z = 1 — si et seulement si
a2 + b2 , 0, et alors z−1 est unique est vaut z−1 = 2a−z

a2+b2 = z̄
a2+b2 .

Exercice 23. Soit α = u + vi et β = p + qi deux nombres complexes. Interpréter l’équation αz = β, où l’inconnue z est
un nombre complexe z = a + bi comme un système linéaire aux inconnues a et b. Résoudre.
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Proposition 17. Pour tout nombre complexe λ = a + bi , 0 il existe deux racines carrées parmi les complexes c’est-
à-dire deux nombres complexes z = u + vi tel que z2 = λ. Si b = 0 et a ≥ 0, on a v = 0 et u = ±

√
a, et z = ±

√
a ; si

b = 0 et a < 0 alors u = 0, v = ±
√
−a et z = ±

√
−ai ; et dans les autres cas on a : v = ±

√
1
2

(√
a2 + b2 − a

)
, v , 0 et

u = b
2v , soit z = ±

[
br

1
2

(√
a2+b2−a

) +

√
1
2

(√
a2 + b2 − a

)
i
]
.

Exercice 24. Déterminer les racines carrées complexes des complexes : −2, i, 1 + i, 47 − 49i.

Proposition 18. Soit trois complexes α =

(
p −q
q p

)
= p + qi, β =

(
r −s
s r

)
= r + si et γ =

(
t −u
u t

)
= t + ui,

et soit l’équation où l’inconnue est une matrice X =

(
w x
y z

)
de type 2 × 2, et où les coefficients sont donc aussi des

matrices de type 2 × 2 :
αX2 + βX + γI2 = O2,

c’est-à-dire, en détaillant les matrices :(
p −q
q p

)(
w x
y z

)2

+

(
r −s
s r

)(
w x
y z

)
+

(
t −u
u t

)
=

(
0 0
0 0

)
,

c’est-à-dire encore le système de quatre équations du second degré aux inconnues les nombres w, x, y, z et aux coeffi-
cients les nombres p, q, r, s, t, u : 

pw2 + pxy − qyw − qzy + rw − sy + t = 0
qw2 + qxy + pyw + pzy + sw + ry + u = 0
pwx + pxz − qyx − qz2 + rx − sz − u = 0
qwx + qxz + pyx + pz2 + sx + rz + t = 0

.

Cette équation admet toujours au moins une solution où z = w et x = −y, soit de la forme X =

(
w −y
y w

)
, c’est-à-dire

donnée par un nombre complexe Z = w + yi, car on se ramène à la détermination d’une racine carrée d’un complexe
via l’identité

αZ2 + βZ + γ = α
(

(Z +
β

2α
)2 −

β2 − 4αγ
4α2

)
.

En fait l’équation admet au plus deux solutions complexes. Mais elle peut évidemment admettre d’autres solutions X
parmi les matrices 2 × 2.

Exercice 25. Résoudre parmi les complexes l’équation Z2 + iZ − 1 = 0.

Proposition 19. Pour toute matrice carrée de type 3 × 3, soit C =

a b c
d e f
g h i

, on a l’identité :

C3 − (a + e + i)C2 + (ae + ai + ei − f h − bd − gc)C − (aei − a f h − bdi + b f g + cdh − ceg)I3 = O3.

Proposition 20. La matrice C =

0 0 −a0
1 0 −a1
0 1 −a2

 vérifie

C3 + +a2C2 + a1C + a0I3 = 0.

Exercice 26. Soit la matrice A =

0 0 1
1 0 1
0 1 0

. Calculer A2 =

0 1 0
0 1 1
1 0 1

, A3 =

1 0 1
1 1 1
0 1 1

, A4 =

0 1 1
1 1 2
1 1 1

.

Montrer que A3 = A + I3, et en déduire que A4 = A2 + A, que A5 = A2 + A + I3, A6 = (A3)2 = A2 + 2A + I3.
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1.2.3 Partitions de matrices en blocs

Définition 12. Pour i = 1, 2 et j = 1, 2 soit Bi, j une matrice de nombres de type l(i) × c( j). On constitue alors une
matrice A de nombres de type (l(1) + l(2) × (c(1) + c(2)) en plaçant — débarrassées de leurs parenthèses — B1,2 à
droite de B1,1, B2,1 sous B1,1 et B2,2 à droite de B2,1 et sous B1,2, ce que l’on note ainsi

A =

[
B1,1 B1,2
B2,1 B2,2

]
.

On dit que A est construite par blocs Bi, j, et que les Bi, j forment une partition de A en 2 × 2 blocs. et nous réservons
donc les crochets pour la description de cette construction par blocs.

Définition 13. On définit une partition en q × p blocs comme une matrice M obtenues par juxtaposition de matrices
Mi, j sous la forme

M =


M1,1 . . . M1, j . . . M1,p
M2,1 . . . M2, j . . . M2,p
...

...
...

. . .
...

Mq,1 . . . Mq, j . . . Mq,p

 ,
où pour chaque k donné quand j varie toutes les Mk, j ont le même nombre de lignes et, pour chaque j donné quand k
varie toutes les Mk, j ont le même nombre de colonnes.

Définition 14. Un cas particulier important de partition est celui d’une matrice de type 2l × 2c décomposée en blocs

de types 2 × 2 de la forme “nombre complexe” Mi, j =

(
ai, j −bi, j

bi, j ai, j

)
= zi, j. On considère alors que l’on a une matrice

à coefficients complexes de type l × c notée

M =


z1,1 . . . z1, j . . . z1,c
z2,1 . . . z2, j . . . z2,c
...

...
...

. . .
...

zl,1 . . . zl, j . . . zl,c

 .
Proposition 21. Une partition peut toujours être considérée comme obtenue par étapes emboı̂tées comme par exempleA B C

D E F
G H I

 =


[

A B
D E

] [
C
F

]
[
G H

] [
I
]
 .

Exercice 27. Constater que si A =

(
1 −7
0 5

)
, B =

(
3 0
−2 1

)
, C =

(
9 9
0 0

)
, et D =

(
−10 −1

3 1

)
, alors

[
A B
C D

]
=


(

1 −7
0 5

) (
3 0
−2 1

)
(

9 9
0 0

) (
−10 −1

3 1

)
 =


1 −7 3 0
0 5 −2 1
9 9 −10 −1
0 0 3 1

 .

Proposition 22. Supposons que les deux matrices M et M′ soient partitionnées sous la forme M =

[
A B
C D

]
et

M′ =

[
A′ B′

C′ D′

]
, et ceci de sorte que le nombre de colonnes de A′ et C′ soit le nombre de lignes de A et B, et que le

nombre de colonnes de B′ et D′ soit le nombre de lignes de C et D. Alors on a :

M′M =

[
A′ B′

C′ D′

] [
A B
C D

]
=

[
A′A + B′C A′B + B′D
C′A + D′C C′B + D′D

]
.
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Proposition 23. Supposons que les deux matrices M et M′ soient de la forme M =

[
a b
c d

]
et M′ =

[
a′ b′

c′ d′

]
, avec

a, b, c, d et a′, b′, c′, d′ des nombres complexes. Alors on a :

M′M =

[
a′ b′

c′ d′

] [
a b
c d

]
=

[
a′a + b′c a′b + b′d
c′a + d′c c′b + d′d

]
.

Proposition 24. Étant donnés quatre nombres x, X,Y,Z, ou bien les complexes A = x + Zi et B = X + Yi, on peut
former le quaternion associé soit sous la forme d’une matrice 4× 4 de nombres, soit sous la forme d’une matrice 2× 2
de complexes :

Q =


x −Z X −Y
Z x Y X
−X −Y x Z
Y −X −Z x

 , ou bien q =

[
x + Zi X + Yi
−X + Yi x − Zi

]
=

[
A B
−B̄ Ā

]
,

et alors on peut indifféremment effectuer les sommes et produits de quaternions sous la forme “réelle” 4 × 4 ou sous
la forme “complexe” 2 × 2 (cf. p. 21).
La considération de la transposition et des composantes symétriques et antisymétriques des matrices 4 × 4 donne,

dans le cas des quaternions, la conjugaison Q̄ = Q>, soit q̄ =

[
Ā −B
B̄ A

]
, la partie réelle<Q = 1

2 (Q + Q>) = xI4 = R,

et la partie (imaginaire) pure =Q = 1
2 (Q − Q>) =


0 −Z X −Y
Z 0 Y X
−X −Y 0 Z
Y −X −Z 0

 = P, et on écrit Q = <Q + =Q = R + P.

Sous forme complexe cela devient q = r + p avec r =

[
x 0
0 x

]
et p =

[
Zi X + Yi

−X + Yi −Zi

]
, ce qui se décompose en

q = r + p = x
[

1 0
0 1

]
+ X

[
0 1
−1 0

]
+ Y

[
0 i
i 0

]
+ Z

[
i 0
0 −i

]
= xU + XI + Y J + ZK,

avec donc

U =

[
1 0
0 1

]
, I =

[
0 1
−1 0

]
, J =

[
0 i
i 0

]
, K =

[
i 0
0 −i

]
.

Par suite, par distribution linéaire des facteurs, la multiplication des quaternions est complètement connues si l’on
connaı̂t les produits entre elles des matrices U, I, J,K, qui sont en fait

UU = U,UI = IU = I,UJ = JU = J,UK = KU = K,

I2 = −U, IJ = −JI = K, J2 = −U, JK = −KJ = I,K2 = −U,KI = −IK = J.

On notera bien que la multiplication des quaternions n’est pas commutative.

Exercice 28. 1 — Résoudre dans les complexes l’équation z2 = −3.
2 — Montrer que parmi les quaternions l’équation q2 = −3 admet pour solutions ±

√
3I, ±

√
3J, ±

√
3K.

Montrer que si a2 + b2 = 3 alors les quaternions aI + bJ sont aussi des solutions.

Montrer que sont aussi solutions q = ±(I + J + K), soit en notation de type 4 × 4, Q = ±


0 −1 1 −1
1 0 1 1
−1 −1 0 1
1 −1 −1 0

.
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Proposition 25. Soit M une matrice quelconque de type l × c de lignes les Mi,? et colonnes les M?, j. On a alors les
partitions suivantes de M de type l × 1 ou en lignes, et de types 1 × c ou en colonnes :

M =


M1,?
...

Mi,?
...

Ml,?

 =
[
M?,1 . . . M?, j . . . M?,c

]
.

Proposition 26. Considérons deux matrices M et N partitionnées en matrices Ni,k et Mk, j, où donc pour chaque i
donné quand k varie toutes les Ni,k ont le même nombre de lignes et, pour chaque k donné quand i varie toutes les
Ni,k ont le même nombre de colonnes, et où de même pour chaque k donné quand j varie toutes les Mk, j ont le même
nombre de lignes et, pour chaque j donné quand k varie toutes les Mk, j ont le même nombre de colonnes :

N =


N1,1 N1,2 . . . N1,q
...

...
...

...
Ni,1 Ni,2 . . . Ni,q
...

...
. . .

...
Nr,1 Nr,2 . . . Nr,q

 M =


M1,1 . . . M1, j . . . M1,p
M2,1 . . . M2, j . . . M2,p
...

...
...

. . .
...

Mq,1 . . . Mq, j . . . Mq,p

 ,

de sorte que pour tout i, j, k le nombre de colonne de la matrice Ni,k soit égale au nombre de ligne de Mk, j (on dira
alors que les partitions de N et M sont adaptées à la composition de N à gauche de M).
Alors le produit NM est en effet bien défini, c’est-à-dire que le nombre de colonne de N est égale au nombre de lignes
de M, et ce produit NM est partitionné en

NM = P =


P1,1 . . . P1, j . . . P1,p
...

...
...

...
...

Pi,1 . . . Pi, j . . . Pi,p
...

...
...

. . .
...

Pr,1 . . . Pr, j . . . Pr,p

 ,

avec, pour tout i, j, la matrice Pi, j donnée par

Pi, j =
∑

k

Ni,k Mk, j.

Proposition 27. Si le nombre de colonnes c de N est égale au nombre l de lignes de M, alors le produit NM s’obtient,
en partitionnant N en colonnes et M en lignes sous la forme

NM =
[
N?,1 . . . N?, j . . . N?,c

]


M1,?
...

Mi,?
...

Ml,?

 .

Définition 15. Pour r ≤ c, r ≤ l, nous posons

R(r)
l×c = R(r,0)

l×c =

[
Ir Or×(c−r)

O(l−r)×r O(l−r)×(c−r)

]
, R(0,s)

l×c =

[
O(l−s)×(c−s) O(l−s)×s

Os×(c−s) Is×s

]
.

En particulier on retrouve comme cas spéciaux les matrices nulles et identités R(0)
l×c = Ol×c et R(d)

d×d = Id.
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Proposition 28. Si les partitions sont adaptées aux compositions indiquées on a[
A B
C D

]
R(r)

l×c =

[
A B
C D

] [
Ir Or×(c−r)

O(l−r)×r O(l−r)×(c−r)

]
=

[
A B
C D

] [
I O
O O

]
=

[
A O
C O

]
.

Si les partitions sont adaptées aux compositions indiquées on a

R(r)
l×c

[
A B
C D

]
=

[
Ir Or×(c−r)

O(l−r)×r O(l−r)×(c−r)

] [
A B
C D

]
=

[
I O
O O

] [
A B
C D

]
=

[
A B
O O

]
,

Exercice 29. Soit M =

[
A B
C D

]
. Précisez exactement l’adaptation nécessaires des nombres de lignes et colonnes

supposée pour A, B, C et D quand on écrit l’expression MR(0,s)
l×c − R(0,s)

l×c M, et calculer alors ladite expression.

1.2.4 Inverses de matrices carrées, calculs en dimension 2 et 3, calculs par blocs.

Définition 16. Si C est une matrice carré de dimension d, on appelle inverse de C une matrice D de dimension d telle
que

DC = Id, Id = CD.

Proposition 29. Si C admet une inverse D, alors D est unique, et on la note C−1, et l’inverse de C−1 est C, soit
(C−1)−1

= C. En fait si CD = Id et D′C = Id, alors D = D′.

En effet on a : D′ = D′Id = D′(CD) = (D′C)D = IdD = D.

Exercice 30. Soit C =

(
1 −1
1 1

)
. Montrer que C est inversible, et calculer l’inverse C−1. Trouver aussi C−1 en

observant que C “représente” le nombre complexe 1 + i et en inversant ce nombre complexe.

Exercice 31. Montrer que

0 1 2
1 0 3
4 −3 8

−1

=

− 9
2 7 − 3

2
−2 4 −1

3
2 −2 1

2

.

Proposition 30. Considérons la matrice C = R(r)
d×d =

[
Ir Or×(d−r)

O(d−r)×r O(d−r)×(d−r)

]
. Alors les quatre faits suivants sont

équivalents :

1. Il existe D telle que CD = Id

2. Il existe D telle que DC = Id

3. Il existe D tel que CD = Id = DC

4. r = d

En effet on a r ≤ d, et supposant le premier point, partitionnons D =

[
E F
G H

]
de façon adapté au produit CD : alors

CD =

[
E F
Od−r Od−r

]
ce qui ne peut être égale à Id que si r = d. Le premier point implique donc le quatrième, lequel

évidemment implique le premier. De même le second point équivaut au quatrième. Par suite le quatrième impliquant
évidemment le troisième, les quatre sont bien équivalents.

Proposition 31. En fait pour C et D deux matrices carrées de dimension d on a

DC = Id, ⇔ Id = CD,

si bien que pour que D soit inverse de C il faut seulement vérifier ou bien DC = Id ou bien Id = CD, l’autre étant
alors automatiquement assurée.



1.2. MATRICES DE SYSTÈMES LINÉAIRES : OPÉRATIONS, PARTITIONS, INVERSIONS. 27

Pour démontrer cette proposition, nous considérons d’abord le cas où C = R(r)
d×d : la preuve est alors faite par

la proposition précédente, car si CD = Id alors r = d donc C = Id et donc D = Id, et on a bien aussi DC = Id.
Considérons ensuite deux matrices inversibles U et V et la matrice C = UR(r)

d×dV . Si CD = Id, alors UR(r)
d×dVD = Id,

donc en multipliant à gauche par U−1 puis à droite par U il vient R(r)
d×dVD = U−1, R(r)

d×dVDU = Id, et donc r = d et
VDUR(r)

d×d = Id puis VDUR(r)
d×dV = V et DUR(r)

d×dV = Id, soit DC = Id. Pour établir le résultat pour toute matrice C
il reste donc à savoir que toute matrice C peut se mettre sous la forme C = UR(r)

d×dV , avec U et V inversibles, ce que
nous prouverons plus loin, ce sera l’objet même du développement de la méthode d’échelonnement.

Définition 17. On dit qu’une matrice M de type l × c admet D pour inverse à droite si MD = Il et G pour inverse à
gauche si GM = Ic.

Proposition 32. La matrice R(r)
l×c admet une inverse à droite D, telle que donc R(r)

l×cD = Il, si et seulement si r = l ≤ c,
et une inverse à gauche G, telle que donc GR(r)

l×c = Ic, si et seulement si r = c ≥ l . Et donc R(r)
l×c admet une inverse à

droite et une inverse à gauche si et seulement si r = c = l.

Proposition 33. Une matrice quelconque M de type l×c ne peut admettre une inverse à droite et une inverse à gauche
que si l = c, c’est-à-dire si elle est carrée, et alors elle est inversible.

En effet on se ramène au cas de R(r)
l×c, sachant que toute matrice M peut se mettre sous la forme C = UR(r)

l×cV , avec
U et V inversibles, comme nous allons le prouver en faisant l’échelonnement.

Exercice 32. Soit A = 1
21

19 −8 −4
4 16 −13
8 11 16

 =

 19
21

−8
21

−4
21

4
21

16
21

−13
21

8
21

11
21

16
21

. Calculer le produit A>A, et en déduire A−1.

Exercice 33. Montrer que la matrice
(

2 1
8 4

)
n’admet pas d’inverse.

Proposition 34. Si A et B sont deux matrices carrées de même type d×d inversibles, alors le produit AB est inversible
et l’on a :

(AB)−1 = B−1A−1.

Si c est un nombre non-nul, c’est-à-dire inversible d’inverse c−1 alors on résoud l’équation numérique cx = b
ainsi : de cx = b on déduit c−1(cx) = c−1b, soit (c−1c)x = c−1b, (1)x = c−1b, x = c−1b = b

c qui est donc l’unique
solution.
Eh bien, pour résoudre une sytème linéaire de la forme CX = B où C est une matrice carrée inversible de type d × d,
on fait exactement de même, sauf pour l’écriture finale comme fraction : de CX = B on déduit C−1(CX) = C−1B, soit
(C−1C)x = C−1B, (Id)X = C−1B, X = C−1B. On a donc CX = B si et seulement si X = C−1B. On fera attention de ne
pas confondre C−1B et BC−1. On a donc établit :

Proposition 35. Pour C et D deux matrices carrées de type d × d, on a les equivalences logiques

D = C−1 ⇔ ∀X,Y (CX = Y ⇔ X = DY),

où les X, Y sont des matrices de types adéquates.

Proposition 36. Pour C et D deux matrices carrées de type d × d, on a les equivalences logiques

D = C−1 ⇔ ∀X,Y (XC = Y ⇔ X = YD),

où les X, Y sont des matrices de types adéquates.

Ainsi pour résoudre un système CX = B avec C carrée, la première idée est de chercher si C est inversible, et, si
c’est le cas, de trouver effectivement cette inverse C−1 ; le système est alors résolu par X = C−1B. Mais pour savoir si
C a une inverse et trouver ladite inverse, il faut résoudre DC = Id et Id = CD où D est l’inconnue, ce qui constitue un
système linéaire. Mais puisque DC = Id équivaut à CD = Id, il suffit de résoudre au choix l’un des deux.
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Exercice 34. L’inverse D =

(
p q
r s

)
d’une matrice C =

(
a b
c d

)
est donnée, si elle existe, par les p, q, r et s

solutions de l’un des systèmes équivalents d’équations
ap + br = 1
cp + dr = 0
aq + bs = 0
cq + ds = 1

,


ap + cq = 1
ar + cs = 0
bp + dq = 0
br + ds = 1

.

Exercice 35. Calculer la matrice inverse de
(

2 −1
1 3

)
.

Exercice 36. On veut calculer
(

7 2
−4 1

)100

. Montrer que
(

1 1
−1 −2

)(
5 0
0 3

)(
1 1
−1 −1

)
=

(
7 2
−4 1

)
, que

(
1 1
−1 −2

)−1

=(
1 1
−1 −1

)
, et en déduire que

(
7 2
−4 1

)100

=

(
2.5100 − 3100 5100 − 3100

2.3100 − 2.5100 2.3100 − 5100

)
.

Proposition 37. Pour toute matrice C =

(
a b
c d

)
on a l’identité(

a b
c d

)(
d −b
−c a

)
= (ad − bc)

(
1 0
0 1

)
,

et donc C est inversible si et seulement si ad − bc , 0, l’inverse étant alors

C−1 =
1

ad − bc

(
d −b
−c a

)
.

Proposition 38. Pour toute matrice C =

(
a b
c d

)
inversible on a

C−1 = [ad − bc]−1[(a + d)I2 −C
]
.

Proposition 39. Pour toute matrice C =

a b c
d e f
g h i

 on a l’identité :

a b c
d e f
g h i

ei − f h ch − bi b f − ce
f g − di ai − cg cd − a f
dh − eg bg − ah ae − bd

 =
(
aei − a f h − bdi + b f g + cdh − ceg

)1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

et donc C est inversible si et seulement si aei − a f h − bdi + b f g + cdh − ceg , 0, l’inverse étant alors

C−1 =
1

aei − a f h − bdi + b f g + cdh − ceg

ei − f h ch − bi b f − ce
f g − di ai − cg cd − a f
dh − eg bg − ah ae − bd

 .

Cela se reformule en termes de solution de systèmes :

Proposition 40. Pour des nombres fixés a, b, c, d, e, f , g, h, i, posons δ = aei−a f h−bdi+b f g+cdh−ceg, et supposons
que δ , 0. Alors quelques soient u,v et w et quelques soient x, y et z on a l’équivalence logique :

ax + by + cz = u
dx + ey + f z = v
gx + hy + iz = w

⇔


x =

ei− f h
δ

u + ch−bi
δ

v +
b f−ce
δ

w
y =

f g−di
δ

u +
ai−cg
δ

v +
cd−a f
δ

w
z =

dh−eg
δ

u +
bg−ah
δ

v + ae−bd
δ

w
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Proposition 41. Pour toute matrice C =

a b c
d e f
g h i

 inversible on a

C−1 = [aei − a f h − bdi + b f g + cdh − ceg]−1[(ae + ai + ei − f h − bd − gc)I3 − (a + e + i)C + C2].
Exercice 37. Si elle existe calculer l’inverse de la matrice

 2 3 5
7 11 13
17 19 23

 et résoudre le système d’équations


2x + 3y + 5z = 29
7x + 11y + 13z = 31
17x + 19y + 23z = 37

.

Exercice 38. Montrer que pour toute valeur réel du paramètre m la matrice12 −5 m
−1 m 8
−9 −7 14


est inversible, et exprimer ladite inverse.

Proposition 42. Soit A une matrice carrée quelconque de type d × d telle qu’il existe des nombres a0 , 0, a1, . . . , an

tels que
anAn + an−1An−1 + . . . a1A + a0Id = Od.

Alors A est inversible, d’inverse
A−1 = −a−1

0 (anAn + an−1An−1 + . . . a1A).

Exercice 39. Soit A une matrice carré de type 3×3 telle que A3 −A− I3 = O3. Montrer que A est inversible, d’inverse
A−1 = A2 − I3.

Proposition 43. Soit M une matrice carrée de dimension d décomposée en blocs, M =

[
A O
O B

]
, avec O le bloc nul

de dimension d − m, A carrée de dimension m et B carrée de dimension d − m. Alors A et B sont inversibles si et
seulement si M est inversible, et l’inverse de M s’écrit

M−1 =

[
A O
O B

]−1

=

[
A−1 O
O B−1

]
.

En effet partitionnons convenablement l’inverse éventuelle N de M, soit N =

[
E F
G H

]
. Alors Id = NM s’écrit[

Im O
O Id−m

]
=

[
EA O
O HB

]
, soit EA = Im et HB = I, ce qui signifie que E = A−1 et H = B−1, et GA = O et FB = O,

d’où l’on tire, en multipliant à droite par A−1 et par B−1, que G = O et F = O. La même preuve donne la proposition
que voici :

Proposition 44. Soit M une matrice carrée de dimension d décomposée en blocs, M =

[
A C
O B

]
, avec O le bloc nul

de dimension d − m, A carrée de dimension m et B carrée de dimension d − m. Alors A et B sont inversibles si et
seulement si M est inversible, et l’inverse de M s’écrit

M−1 =

[
A C
O B

]−1

=

[
A−1 −A−1CB−1

O B−1

]
.
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Exercice 40. Inverser la matrice


1 −2 a c
3 5 b d
0 0 8 −6
0 0 1 1

 , et résoudre le système


x − 2y + az + ct = e
3x + 5y + bz + dt = f
8z − 6t = g
z + t = h

.

Proposition 45. Soit M une matrice carrée de dimension d décomposée en blocs, M =

[
A B
C D

]
, avec A carrée

inversible d’inverse A−1. Alors, avec X = CA−1, Y = A−1B et S = D −CA−1B, on a :

M =

[
A B
C D

]
=

[
I O
X I

] [
A O
O S

] [
I Y
O I

]
,

Comme
[
I O
X I

]−1

=

[
I O
−X I

]
et
[
I Y
O I

]−1

=

[
I −Y
O I

]
, la matrice M est inversible si et seulement si

[
A O
O S

]
l’est, ce qui équivaut à ce que S le soit, et alors l’inverse de M est

M−1 =

[
I −Y
O I

] [
A−1 O
O S −1

] [
I O
−X I

]
,

soit

M−1 =

[
A−1 + A−1B(D −CA−1B)−1CA−1 −A−1B(D −CA−1B)−1

−(D −CA−1B)−1CA−1 (D −CA−1B)−1

]
.

Exercice 41. 1 — Soit M une matrice dont le premier terme a = M1,1, celui placé en première ligne et première

colonne, est non-nul, et M partitionnée sous la forme M =

[
a B
C D

]
. Montrer que M est inversible si et seulement si

D − a−1CB est inversible.

2 — Soit une matrice M =

(
a b
c d

)
de type 2 × 2 telle que a , 0. Montrer que M est inversible si et seulement

d − a−1cb , 0.

3 — Soit une matrice M =

a b c
d e f
g h i

 de type 3 × 3 telle que a , 0. Montrer que M est inversible si et seulement si

la matrice
(

e − a−1db f − a−1dc
h − a−1gb i − a−1gc

)
est inversible.

4 — Montrer que si
(
a
)

est inversible et si
(

a b
d e

)
est inversible, alors

a b c
d e f
g h i

 est inversible si et seulement si

i−a−1gc−(e−a−1db)−1( f −a−1dc)(h−a−1gb) , 0, c’est-à-dire si et seulement si (ia−gc)(ea−db) , ( f a−dc)(ha−gb).

1.3 Modifications linéaires de matrices par produits par matrices élémentaires.

1.3.1 Calcul des positions, lignes et colonnes

Définition 18. On introduit, dans chaque type l × c, les matrices particulières que l’on dira indicatrices de positions
ou simplement positions, que l’on note Pu,v

l×c, — ou simplement Pu,v si le type est clair — et définies par

((Pu,v
l×c)i, j =

{
1, si i = u et j = v;
0, sinon.

.
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On considère la “base canonique” des positions Pu,v
l×c ci-dessus dans des cas particuliers.

Dans l’espace des colonnes de hauteur l, on note Pu,1
l×1 = eu

l =


0
...
1
...
0

, avec un 1 en ligne u.

Dans l’espace des lignes de longueur c, on note P1,v
1×c = ev

c
> =

(
0 . . . 1 . . . 0

)
, avec un 1 en colonne v.

Si les valeurs de l ou c sont claires d’après le contexte, on notera simplement eu
l = eu ou ev

c
> = ev>.

On peut analyser une matrice M en colonnes ou en lignes, c’est-à-dire la voir comme juxtapositions de ses matrice-
colonnes écrites sans leurs parenthèses, ou comme juxtaposition de ses matrice-lignes, écrites sans leurs parenthèses.

Soit M =
(

M?,1 M?,2 . . . M?,c
)
, et M =

M1,?
...

Ml,?

. Par exemple on a Ic =
(
e1 e2 . . . ec

)
, et Il =

e1>

...

el>

. Pour

toute matrice M, les colonnes M?, j et les lignes Mi,? s’extraient par produit suivant :

M = MIc = M
(
e1 . . . ec

)
=
(

Me1 . . . Mec
)
, Me j = M?, j,

M = IlM =

e1>

...

el>

M =

e1>M
...

el>M

 , ei>M = Mi,?.

On a = Mi,?e j = ei>M?, j = ei>Me j = (Mi, j), la matrice de type 1 × 1 ayant pour unique coefficient le nombre Mi, j. Si
on veut être plus précis sur les types on écrira ei

l
>Me j

c = (Mi, j), ou encore Pi,1
l×1
>

MP j,1
c×1 = (Mi, j), ou P1,i

1×lMP
j,1
c×1 = (Mi, j).

Une matrice se décompose sous forme d’une somme M = M[!,1] + · · ·+ M[!, j] + . . . M[!,c],, soit comme juxtaposition
de ses colonnes, ou bien de même sous forme d’une somme M = M[1,!] + · · · + M[i,8] + . . . M[l,!], comme juxtaposition
de ses lignes, avec M[!, j] = MP j, j

c×c et M[i,!] = Pi,i
l×lM. Par suite la matrice de type l × c ayant pour seul composante

non-nulle celle de la place (i, j) et celle-ci valant Mi, j, soit Mi, jP
i, j
l×c, vaut aussi le produit Pi,i

l×lMP
j, j
c×c.

Proposition 46. Toute matrice M de type l × c a une unique écriture de la forme

M =
∑
u,v

Mu,vP
u,v
l×c =

∑
u,v

Pu,u
l×l MP

v,v
c×c.

En effet on prend, justement, pour Mu,v l’élément de M situé en place (u, v), c’est-à-dire à la croisée de la ligne u et
de la colonne v. On dit que les Pu,v

l×c forment la base canonique des positions, et que la formule M =
∑

u,v Mu,vP
u,v
l×c est

l’écriture de M sur la “base canonique” des positions, les Mu,v étant les coordonnées de M sur cette base.

Proposition 47. Soit M une matrice de type l × c. Alors Pu,v
l×lM est la matrice de type l × c obtenue en plaçant en ligne

u la ligne v de M, et en complétant toutes les autres lignes par 0. Et MPu,v
c×c est la matrice de type l × c obtenue en

plaçant en colonne v la colonne u de M, et en complétant les autres colonnes par 0.

1.3.2 Transvections, transpositions, dilatations

Définition 19. On appelle matrice de transvection de dimension l une matrice carrée de la forme

Vu,v
l;λ = Il×l + λPu,v

l×l, u , v.

Proposition 48. La matrice Vu,v
l;λ M s’obtient à partir de M en ajoutant à la ligne u la ligne v. Et la matrice MVu,v

c;λ
s’obtient à partir de M en ajoutant à la colonne v la colonne u. La matrice Vu,v

l;λ est inversible, d’inverse

(Vu,v
l;λ )−1

= Vu,v
l;−λ.
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Définition 20. On appelle matrice de transposition de dimension l une matrice carrée de la forme

Tu,v
l = Pu,v

l×l + Pv,u
l×l, u , v.

Proposition 49. La matrice Tu,v
l M s’obtient à partir de M en échangeant la ligne u et la ligne v. Et la matrice MTu,v

c;λ
s’obtient à partir de M en échangeant la colonne v et la colonne u. La matrice Tu,v

l est inversible, d’inverse

(Tu,v
l )−1

= Tv,u
l .

Définition 21. On appelle matrice de dilatation de dimension l une matrice carrée de la forme

Du
l;k = (k − 1)Pu,u

l×l + Il, k , 0.

Proposition 50. La matriceDu
l;k M s’obtient à partir de M en multipliant la ligne u par k. Et la matrice MDu

c;k s’obtient
à partir de M en multipliant la colonne u par k. La matrice Du

l;k est inversible, d’inverse

(Du
l;k)−1

= Du
l;k−1 .

Définition 22. Une matrice élémentaire en dimension l est une matrice de transvection Vu,v
l;λ , une matrice de trans-

position Tu,v
l , ou une matrice de dilatation Du

l;k. Un mouvement élémentaire sur les lignes (resp. les colonnes) d’une
matrice M de type l × c est un qui se réalise par multiplication à gauche (resp. à droite) par une matrice élémentaire
en dimension l (resp. en dimension c).

Proposition 51. La transposée de toute matrice élémentaire est encore une matrice élémentaire, et précisément :

(Vu,v
l;λ )> = Vv,u

l;λ , (Du
l;k)> = Du

l;k, (Tu,v
l )> = Tv,u

l .

Exercice 42. Montrer qu’en faisant seulement des transpositions de lignes ou des transpositions de colonnes, on ne

peut transformer la matrice
(

a b
c d

)
qu’en trois autres matrices, et qu’on ne peut pas la transformer en

(
a b
d c

)
.

Exercice 43. Si C =

a b c
d e f
g h i

, D =

g h i
a b c
d e f

 puis E =

 i g h
c a b
f d e

, trouver deux matrices inversibles P et

Q chacune composées de produit de matrices de transpositions telles que D = PC et E = DQ.
Montrer qu’en faisant uniquement des transpositions de lignes et des transpositions de colonnes, on ne peut pas

transformer C en F =

a b c
d e f
g i h

,

Exercice 44. Exprimer les mouvements de la résolution de l’exercice 1.6, p.7 par produits par matrices élémentaires.

En l’occurrence constater que la manipulation qui fait passer du système


3tb + 2m + 1M = 39
2tb + 3m + 1M = 34
1tb + 2m + 3M = 26

au système trian-

gulaire


3tb + 2m + 1M = 39
0tb + 5m + 1M = 24
0tb + 0m + 36M = 99

peut se réaliser en multipliant à gauche la matrice des coefficients

3 2 1
2 3 1
1 2 3


par successivement

 1 0 0
−2 3 0
0 0 1

,

 1 0 0
0 1 0
−1 0 3

,

 1 0 0
0 1 0
−1 0 3

 et

1 0 0
0 1 0
0 −4 5

, et décomposer chacune de ces 4

matrices en un produit de deux matrices élémentaires.
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1.3.3 Matrices spéciales, permutations chargées

Définition 23. Une matrice carrée est dite spéciale si elle peut s’obtenir par produit de transvections.

Proposition 52. Les matrices
(

0 −1
1 0

)
et
(

u 0
0 u−1

)
, pour u , 0 sont spéciales, car elles s’écrivent :

(
0 −1
1 0

)
=

(
1 0
1 1

)(
1 −1
0 1

)(
1 0
1 1

)
,

(
u 0
0 u−1

)
=

(
1 −u
0 1

)(
1 0

u−1 − 1 1

)(
1 1
0 1

)(
1 0

u − 1 1

)
.

Proposition 53. Toute matrice carrée unipotente supérieure M, soit telle que Mi, j = 0 pour tous les i > j et que
Mi,i = 1 pour tous les i, est spéciale. Et de même pour toute matrice unipotente inférieure.

En effet on a, disons en dimension 3 :

1 a b
0 1 c
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 c
0 0 1

1 a 0
0 1 0
0 0 1

1 0 b
0 1 0
0 0 1

 .

Définition 24. On appelle permutation sur n éléments une matrice carrée (Pi, j)i≤n, j≤n, de type n × n telle que chaque
ligne et chaque colonne ait tous ses termes nulles sauf un de valeur 1. Pour chaque j il existe donc un unique i tel que
Pi, j = 1, et ce i est noté σ( j), et pour chaque i il existe un unique j tel que Pi, j = 1, et ce j est noté σ−1( j), Alors P
est exactement déterminée par la fonction σ : j 7→ σ( j) = i qui à chaque j associe la valeur σ( j) = i, et que l’on
appelera la bijection de la permutation. On écrira P = [σ], et σ = σP. On a donc

Pi, j = [σ]i, j =

{
1 siσ( j) = i
0 siσ( j) , i

.

On a donc
P = [σ] =

∑
j≤n

Pσ( j), j.

Les transpositions sont donc des cas particuliers de permutations, la transposition Tu,v
l correspondant donc à la

fbijection σ définie par σ( j) =


j si j , u, v
v si j = u
u si j = v

. Cette σ sera notée (u, v), et donc par suite Tu,v
l = [(u, v)].

Proposition 54. 1 — Si [σ] et [τ] sont deux permutations sur n éléments, alors

[τ][σ] = [τ ◦ σ],

en notant τ ◦ σ la fonction composée j 7→ τ(σ( j)) qui consiste à appliquer σ à j, ce qui donne σ( j) = i, puis à
appliquer τ au résultat i, ce qui donne donc τ(σ( j)).
Toute permutation [σ] est inversible, et on a

[σ]−1 = [σ−1].

Ainsi la composition des bijections est bien représentée par la multiplication matricielle desz permutation.

Définition 25. On appelle permutation chargée un couple (δ, [σ]) formée d’une permutation [σ] et d’une matrice
diagonale δ = diag[d1, . . . , dn] ; le produit δ[σ] est alors une matrice telle que chaque ligne et chaque colonne ait tous
ses termes nulles sauf au plus un.

Proposition 55. Si (δ, [σ]) est une permutation chargée, alors l’effet de la multiplication à gauche par δ[σ] sur une
matrice M permute les lignes de M suivant σ, replaçant la ligne de niveau j au niveau i = σ( j), puis multiplie chaque
nouvelle ligne de niveau i par le coefficient di.
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1.4 Échelonnement de matrices et résolution de systèmes linéaires généraux

1.4.1 Échelonnement, rang, équivalence de matrices

Nous avons déjà une méthode pour résoudre explicitement certains systèmes linéaires carrés en dimension 2 ou 3,
ceux qui sont inversibles, que l’on sait reconnaı̂tre. Mais pour les systèmes non-inverrsibles, ou de dimension plus que
3, ou non-carrés, l’usage des matrices inverses est dénué de sens. En revanche nous allons voir que dans tous les cas
la vieille méthode fang-cheng par mouvements élémentaires, qui reviennent au niveau matriciel à des multiplications
par des matrices élémentaires, peut toujours conduire à une résolution et discussion complète.

Nous considérons, comme exemple suffisamment riche pour expliquer la procédure en général, le problème de
résoudre et discuter le système de 4 équations linéaires à 6 inconnues X1, X2, X3, X4, X5 et X6, où les B1, B2, B3 et B4
sont 4 paramètres donnés :

0X1 + 2X2 + 4X3 + 6X4+0X5 + 2X6 = B1
0X1 + 1X2 + 2X3 + 3X4 + 3X5 + f rac12X6 = B2

0X1 + 3X2 + 6X3 + 7X4 + 1X5 + 2X6 = B3

0X1 + 1X2 + 2X3 + 5X4 + 3X5 + 4
3 X6 = B4

Le système est noté S X = B — où S est dite la matrice du système — soit, de façon détaillée :


0 2 4 6 0 2
0 1 2 3 3 1

2
0 3 6 7 1 2
0 1 2 5 3 4

3




X1
X2
X3
X4
X5
X6

 =


B1
B2
B3
B4

 .

La démarche vise à modifier S en une matrice E de la forme dite échelonnée, au sens précis suivant : Une matrice
M = (Mi, j) étant donnée, de type l × c, on associe à la i-ième ligne l’entier noté pnzl(i) (lire : premier non zéro de la
ligne) qui vaut c + i si tous les termes Mi, j de la i-ième ligne sont nuls, et qui, sinon, vaut le premier j tel que Mi, j soit
non nul. La matrice M est dite échelonnée si, d’abord, la fonction pnzl(i) est strictement croissante, de i = 1 à i = l,
et si, de plus, pour tout i, quand la i-ème ligne est non nulle, alors la pnzl(i)-ième colonne comporte un 1 en la place
(i, pnzl(i)), et 0 partout ailleurs.

Dans notre cas la matrice S va être transformée en une matrice échelonnée de la forme
0 1 a 0 0 a′

0 0 0 1 0 b
0 0 0 0 1 c
0 0 0 0 0 0

 ,

où donc on a : pnzl(1) = 2, pnzl(2) = 4, pnzl(3) = 5, pnzl(4) = 10.
On procède par une suite de m modifications par combinaisons de lignes — dans le cas explicite considéré on aura
m = 11 —, que l’on effectue sur la matrice S du système, et simultanément sur la matrice I4, pour amener S à la
forme échelonnée, pendant que I4 sera amenée, par la même suite de modifications donc, à une matrice notée U. Si
Mi est la matrice 4 × 4 qui code l’opération i-ème, c’est-à -dire qui est telle que cette opération soit équivalente à la
multiplication à gauche par Mi, on a donc, en posant U0 = I4 et S 0 = S , que pour tout 0 ≤ i ≤ m, avec ici m = 11,
Ui+1 = MiUi, S i+1 = MiS i, et on pose, à la fin : M11M10M9M8M7M6M5M4M3M2M1 = U11 = U, US = S 11 = E. Le
système S X = B devient donc US X = UB, soit EX = UB. En fait, comme on aura pris soin de n’effectuer que des
opérations inversibles, le composé U sera une matrice inversible, et le nouveau système EX = UB est rigoureusement
équivalent au premier.
Expliquons les opérations sur trois exemples. L’opération de transvection M1 consiste à ajouter à la deuxième ligne
− 1

2 fois la première, et l’opération inverse serait d’ajouter à la deuxième ligne 1
2 fois la première ; on l’effectue pour
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annihiler dans S le coefficient 1 en position (2, 2). L’opération de transposition M4 consiste à échanger les deuxième
et troisième lignes, et l’opération inverse est la même ; on l’effectue pour faire remonter le coefficient non nul −2 en
position (3, 4) et faire descendre à sa place le coefficient 0 en position (2, 4). L’opération de dilatation M7 consiste à
multiplier la troisième ligne par 1

3 , et l’opération inverse serait de multiplier la troisième ligne par 3 ; on l’effectue pour
normaliser à la valeur 1 le coefficient 3 en position (3, 5). Etc. On dispose les calculs comme suit.

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 2 4 6 0 2
0 1 2 3 3 1

2
0 3 6 7 1 2
0 1 2 5 3 4

3




1 0 0 0
−1
2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
−1
2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 0 3 −1

2
0 3 6 7 1 2
0 1 2 5 3 4

3

 M1 : L′2← L2 + −1
2 L1.


1 0 0 0
0 1 0 0
−3
2 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
−1
2 1 0 0
−3
2 0 1 0
0 0 0 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 0 3 −1

2
0 0 0 −2 1 −1
0 1 2 5 3 4

3

 M2 : L′3← L3 + −3
2 L1.


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−1
2 0 0 1




1 0 0 0
−1
2 1 0 0
−3
2 0 1 0
−1
2 0 0 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 0 3 −1

2
0 0 0 −2 1 −1
0 0 0 2 3 1

3

 M3 : L′4← L4 + −1
2 L1.


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1




1 0 0 0
−3
2 0 1 0
−1
2 1 0 0
−1
2 0 0 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 −2 1 −1
0 0 0 0 3 −1

2
0 0 0 2 3 1

3

 M4 : L′2← L3 & L′3← L2.


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1




1 0 0 0
−3
2 0 1 0
−1
2 1 0 0
− 2 0 1 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 −2 1 −1
0 0 0 0 3 −1

2
0 0 0 0 4 −2

3

 M5 : L′4← L4 + L2.


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −4

3 1




1 0 0 0
−3
2 0 1 0
−1
2 1 0 0
−4
3

−4
3 1 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 −2 1 −1
0 0 0 0 3 −1

2
0 0 0 0 0 0

 M6 : L′4→ L4 + −4
3 L3.


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1

3 0
0 0 0 1




1 0 0 0
−3
2 0 1 0
−1
6

1
3 0 0

−4
3

−4
3 1 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 −2 1 −1
0 0 0 0 1 −1

6
0 0 0 0 0 0

 M7 : L′3← 1
2 L3.


1 0 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
−4
3

−1
3 1 0

−1
6

1
3 0 0

−4
3

−4
3 1 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 −2 0 −5

6
0 0 0 0 1 −1

6
0 0 0 0 0 0

 M8 : L′2← L2 − L3.


1 0 0 0
0 −1

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
2
3

1
6

−1
2 0

−1
6

1
3 0 0

−4
3

−4
3 1 1




0 2 4 6 0 2
0 0 0 1 0 5

12
0 0 0 0 1 −1

6
0 0 0 0 0 0

 M9 : L′2← −1
2 L2.
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1 − 6 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



− 3 − 1 3 0

2
3

1
6

−1
2 0

−1
6

1
3 0 0

−4
3

−4
3 1 1




0 2 4 0 0 −1
2

0 0 0 1 0 5
12

0 0 0 0 1 −1
6

0 0 0 0 0 0

 M10 : L′1← L1 − 6L2.


1
2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



−3
2

−1
2

3
2 0

2
3

1
6

−1
2 0

−1
6

1
3 0 0

−4
3

−4
3 1 1




0 1 2 0 0 −1
4

0 0 0 1 0 5
12

0 0 0 0 1 −1
6

0 0 0 0 0 0

 M11 : L′1← 1
2 L1.

Chacun des mouvements de lignes Mi indiqués est réalisé par multiplication à gauche par une matrice, indiquée
ici dans la colonne de gauche, et que nous noterons aussi Mi. Dans la colonne du centre figure les résultats de la
succession des mouvements considérés appliqués dans l’ordre à la matrice I4, et dans la colonne de droite les résultats
de la succession des mouvements considérés appliqués dans l’ordre à la matrice S . On est donc arrivé à la forme
échelonnée voulue US = E soit

− 3
2 − 1

2
3
2 0

2
3

1
6 − 1

2 0
− 1

6
1
3 0 0

− 4
3 − 4

3 1 1




0 2 4 6 0 2
0 1 2 3 3 1

2
0 3 6 7 1 2
0 1 2 5 3 4

3

 =


0 1 2 0 0 − 1

4
0 0 0 1 0 5

12
0 0 0 0 1 − 1

6
0 0 0 0 0 0

 ,

avec d’ailleurs U = (M11)(M10)(M9)(M8)(M7)(M6)(M5)(M4)(M3)(M2)(M1).
On peut encore peaufiner le travail, pour aller vers une forme bi-échelonnée, en faisant une suite de modifications

par combinaisons de colonnes, que l’on effectue sur la matrice E du système EX = UB, et, simultanément sur
la matrice I6. Ces modifications seront codées par des matrices N j, de type 6 × 6, au sens où l’effet de la j-ème
modification sera équivalent à la multiplication à droite par la matrice N j. Le composé N′1N′2 = V nous donne alors
EV = R(3)

4×6 = R qui est la représentation du rang 3 dans le type 4 × 6. Pour pouvoir disposer nos calculs dans une
succession verticale de multiplications à gauche, nous manipulerons plutôt les matrices transposées des matrices en
jeu. 

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−1
4

5
12

−1
6 0




0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0




0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
2 0 0 0
0 0 1 0
−1
4

5
12

−1
6 0


Ici donc on procède à une permutation de lignes dans E> (soit des colonnes dans E), composée de 5 transpositions, et
noté N′1

> : M12 − 16 : L′1, L′2, L′3, L′4, L′5← L2, L4, L5, L3, L6
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
−2 0 0 1 0 0

1
4

−5
12

1
6 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 −2 1 0 0 0
0 1

4 0 −5
12

1
6 1

1 0 0 0 0 0




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Ici nous avons un composé de 3 transvections élémentaires, noté N′2

>, à savoir M17 − 19 : L′5← 1
4 L1 − 5

12 L2 + 1
6 L3.

On est donc arrivé pour S , en 11+ 8 = 19 étapes élémentaires, en passant par la forme échelonnée US = E, à une
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forme EV = R, soit


0 1 2 0 0 − 1

4
0 0 0 1 0 5

12
0 0 0 0 1 − 1

6
0 0 0 0 0 0




0 0 0 0 0 1
1 0 0 −2 1

4 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 − 5

12 0
0 0 1 0 1

6 0
0 0 0 0 1 0

 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

avec d’ailleurs V = (N′1)(N′2).
On a donc US V = R, une forme de matrice du type que nous appelons représentation de rang ou bi-échelonnée

R = R(3)
4×6, avec

R(3)
4×6 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 =

[
I3 O3×3
O1×3 O1×3

]
.

Nous venons en fait de montrer, sur un exemple significatif, une procédure de décomposition qui vaut en toute
généralité :

Proposition 56. Pour toute matrice S de type l × c il existe une matrice inversible U de type l × l composée de
matrices de transpositions, de transvections et de dilatations, il existe une matrice inversible V de type c × c composé
de matrices de transpositions et de transvections, et il existe une matrice R(r)

l×c bi-échelonnée, telles que

US V = R(r)
l×c.

Et en fait r est unique, c’est-à-dire que si US V = R(r)
l×c et U′S V ′ = R(r′)

l×c , avec U, V, U′ et V ′ inversibles, alors r = r′. .

Le reste étant déjà établi, prouvons que r = r′. Des hypothèses on tire R(r′)
l×c = U′S V ′ = U′U−1R(r)

l×cV−1V ′, et donc,
avec U′′ = U′U−1 et V ′′ = V−1V ′ deux matrices inversibles, R(r′)

l×c = U′′R(r)
l×cV ′′.

Exercice 45. Appliquer la méthode d’échelonnement pour réduire à la forme R(r)
3×3, pour un r convenable, à la matrice 0 −15 1

1
−1 −5

3 0
4 5 6

 .

Définition 26. Pour toute matrice S de type l × c, le rang rg S est le nombre de lignes non-nulles dans la forme
échelonnée E de S , autrement dit l’unique r tel que US V = R(r)

l×c, pour des U et V inversibles (lesquelles U et V ne
sont pas uniques).

Définition 27. Deux matrices A et B de même type sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices
inversibles U et V telles que UAV = B

Proposition 57. Deux matrices A et B de même type sont équivalentes si et seulement si rg A = rg B.

Proposition 58. Soit C une matrice carrée. Alors rg C = rg C>, et donc il existe des matrices inversibles A et B telles
que C> = BCA.

Exercice 46. Trouver deux matrices inversibles A et B telles que
(

0 −1
1 0

)
= B

(
0 1
−1 0

)
A.
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1.4.2 Calcul d’inverses par échelonnement

Pour les matrices carrées S de type 2 × 2 et 3 × 3 nous avons vu un calcul direct de l’inverse — quand elle
existe — par des formules explicites. Nous comprendrons plus loin ces formules et les généraliserons en termes de
déterminants (p. ??). Nous savons aussi trouver l’inverse d’une matrices carrée quelconque de type d × d si l’on
connaı̂t des coefficients a0 , 0, a1, . . . , an tels que l’on ait une identité anAn + an−1An−1 + . . . a1A + a0Id = Od., ce qui
est notamment le cas on l’a vu lorsque d = 2 ou d = 3. Nous verrons plus tard que c’est toujours possible (théorème de
Cayley-Hamilton, p. ??). Nous avons compris aussi que la recherche de l’inverse revient à la résolution d’un certain
système linéaire, et nous savons maintenant en principe résoudre tous les systèmes linéaires, par échelonnement, et
donc trouver les inverses de matrices quelconques.
En fait la mise en œuvre de l’échelonnement de S fournit toujours l’inverse de S si S est inversible :

Proposition 59. La matrice S de type d × d est inversible si et seulement si son rang est rg S = d, et alors
l’échelonnement US V = Id fournit l’inverse de S , à savoir

S −1 = VU.

Notamment une matrice S est inversible si et seulement si elle est composée comme produit de matrices élémentaires.

Lorsque S n’est pas inversibles, voire même non-carrée, alors la procédure au lieu de fournir l’inverse fournit ce
qu’on appelle une quasi-inverse, ce que nous examinerons plus loin (p. 39).

1.4.3 Discussion d’un système et conclusion en forme d’inversion

Reprenons alors le fil de la résolution de notre exemple, et poursuivons la discussion. Le système à résoudre et à
discuter S X = B, qui est devenu d’abord équivalent à EX = UB, avec US = E, revient maintenant, avec EV = R, et
en posant Y = V−1X, à

RY = UB, et X = VY,

soit, dans notre cas explicite :
Y1 = − 3

2 B1 − 1
2 B2 + 3

2 B3 +0B4

Y2 = + 2
3 B1 + 1

6 B2 − 1
2 B3 +0B4

Y3 = − 1
6 B1 + 1

3 B2 +0B3 +0B4

0 = − 4
3 B1 − 4

3 B2 +1B3 +1B4

et
X1 = +0Y1 +0Y2 +0Y3 +0Y4 +0Y5 +1Y6

X2 = +1Y1 +0Y2 +0Y3 −2Y4 + 1
4 Y5 +0Y6

X3 = +0Y1 +0Y2 +0Y3 +1Y4 +0Y5 +0Y6

X4 = +0Y1 +1Y2 +0Y3 +0Y4 − 5
12 Y5 +0Y6

X5 = +0Y1 +0Y2 +1Y3 +0Y4 + 1
6 Y5 +0Y6

X6 = +0Y1 +0Y2 +0Y3 +0Y4 +1Y5 +0Y6

On voit que le système proposé est résoluble si et seulement si 0 = − 4
3 B1 −

4
3 B2 + B3 + B4 ; on peut par exemple en

extraire B4 = 4
3 B1 + 4

3 B2 − B3, considéré alors comme 1 paramètre donné superflu, les trois autres B1, B2 et B3 étant
maintenant considérés comme 3 paramètres donnés essentiels et indépendants. Et quand le système est résoluble, la
solution n’est pas unique, sa forme générale dépend de 3 paramètres auxiliaires arbitraires indépendants Y4, Y5 et Y6,
une expression possible étant donnée par :

X1 = +Y6

X2 = [− 3
2 B1 −

1
2 B2 + 3

2 B3] −2Y4 + 1
4 Y5

X3 = +Y4

X4 = [ 2
3 B1 + 1

6 B2 −
1
2 B3] − 5

12 Y5

X5 = [− 1
6 B1 + 1

3 B2 + 0B3] + 1
6 Y5

X6 = +Y5
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ou encore, en combinaison de colonnes :
X1
X2
X3
X4
X5
X6

 = B1


0
− 3

2
0
2
3
− 1

6
0

 + B2


0
− 1

2
0
1
6
1
3
0

 + B3


0
3
2
0
− 1

2
0
0

 + Y4


0
−2
1
0
0
0

 + Y5


0
1
4
0
− 5

12
1
6
1

 + Y6


1
0
0
0
0
0

 .

On peut donc conclure, écrivant en composés de matrices : le système proposé est résoluble si et seulement si

(B4) =
( 4

3
4
3 −1

)B1
B2
B3

 ,

et alors la solution générale s’écrit, en fonction des trois premiers paramètres donnés B1, B2, B3 et en fonctions de trois
autres paramètres arbitraires indépendants Y4,Y5,Y6, soit en fonction de Z, en posant

Z1 = B1, Z2 = B2, Z3 = B3, Z4 = Y4, Z5 = Y5, Z6 = Y6 ;

elle s’écrit sous la forme X = PZ, c’est-à-dire
X1
X2
X3
X4
X5
X6

 =


0
− 3

2
0
2
3
− 1

6
0

0
− 1

2
0
1
6
1
3
0

0
3
2
0
− 1

2
0
0

0
−2
1
0
0
0

0
1
4
0
− 5

12
1
6
1

1
0
0
0
0
0




B1
B2
B3
Y4
Y5
Y6

 ,

ce qui est donc l’inverse de Z = QX : 
B1
B2
B3
Y4
Y5
Y6

 =


0
0
0
0
0
1

2
1
3
0
0
0

4
2
6
1
0
0

6
3
7
0
0
0

0
3
1
0
0
0

2
1
2
2
0
1
0




X1
X2
X3
X4
X5
X6

 .

On vérifierait que PQ = I6 et que QP = I6, mais cela serait superflu. En effet on a bien établit que pour X et Z de types
6 × 1 quelconques on a X = PZ si et seulement si Z = QX, de sorte que, pour tout X on a X = PQX, et que pour tout
Z on a Z = QPZ. En prenant pour X successivement les 6 colonnes de la matrice I6, et en regroupant les 6 égalités
obtenues, on obtient I6 = PQ ; et de même, en faisant varier Z, on a I6 = QP.

1.5 Résolution des systèmes linéaires par quasi-inversion

En fait, on peut aussi considérer la résolution et la discussion que nous savons faire par échelonnement de façon
un peu plus abstraite, autour de la notion fondamentale de quasi-inverse, qui élargit convenablement la problématique
de l’inversion.

Proposition 60. 1 — Pour toute matrice S de type l × c il existe au moins une matrice S ′ de type c × l quasi-inverse
de S , c’est-à-dire telle que

S S ′S = S .

2 — Pour une S donnée, toutes les S ′ possibles s’obtiennent, à partir de l’une quelconque d’entre elles notée S ′0, sous
la forme S ′ = S ′0S S ′0 + Y − S ′0S YS S ′0, où Y est quelconque de type c × l.
3 — Pour une S donnée, il n’existera une unique S ′ que si et seulement si S est inversible — ce qui implique que l = c
—, et en fait alors S ′ = S −1, c’est-à-dire que la quasi-inverse est l’inverse.
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Avec la propriété de bi-échelonnement on a U et V inversibles telles que US V = R(r)
l×c. La condition S S ′S =

S revient, puisque U et V sont inversibles, à US S ′S V = US V , et si l’on prend S ′ = VR(r)
c×lU, cela devient

US VR(r)
c×lUS V = US V , soit R(r)

l×cR(r)
c×lR(r)

l×c = R(r)
l×c, ce qui se vérifie immédiatement. On remarque pour le

S ′ choisi ici, que l’on a aussi S ′S S ′ = S ′. Pour produire comme indiqué toutes les quasi-inverses de S , on utilise la
proposition ci-après, pour l’équation S XS = S .
Enfin, pour l’unicité éventuelle, d’une part si S est inversible alors de S S ′S = S on tire S ′ = S −1S S −1 = S −1, et
d’autre part, d’après la forme générale, si l’on a l’unicité, on a donc, pour tout Y , S ′0 = S ′0S S ′0 + Y − S ′0S YS S ′0.
Comme on voit en faisant Y = 0, puis en reportant dans l’expression à Y quelconque, cela est équivalent aux deux
conditions : S ′0 = S ′0S S ′0 et, pour tout Y , Y = S ′0S YS S ′0. La deuxième condition se reformule encore ainsi : pour tout
Y et pour tout Z, on a S ′0S Y = Z si et seulement si Y = ZS S ′0, ce qui dit que les opérations de multiplication à gauche
par S ′0S et de multiplication à droite par S S ′0 sont inverses l’une de l’autre, et sont donc, chacunes, inversibles ; et ainsi
les matrices S ′0S et S S ′0 sont, chacunes, inversibles. Alors pour tout Z il existe un et un seul Y tel que S Y = Z. En effet,
d’une part, un tel Y existe, à savoir Y = S ′0(S S ′0)−1Z ; et, d’autre part, l’unicité est assurée par le fait que S Y1 = S Y2
signifie que S (Y1−Y2) = 0, d’où S ′0S (Y1−Y2) = 0, puis Y1−Y2 = Ic(Y1−Y2) = (S ′0S )−1(S ′0S )(Y1−Y2) = (S ′0S )−10 = 0,
soit Y1 = Y2. Pour Z = Il, il vient une unique matrice D de type c × l telle que S D = Il. Comme, par un raisonnement
analogue, pour tout Z′ il existe un et un seul Y ′ tel que Y ′S = Z′, on obtient aussi une unique matrice G de type
c × l telle que GS = Ic. On conclut alors de S S ′0S = S que S S ′0S D = S D, soit S S ′0 = Il, et que GS S ′0S = GS , soit
S ′0S = Ic. Avec l’unicité, on a donc finalement D = S ′0 = G. Ainsi S ′0 est bien une véritable inverse à droite et à gauche
de S . Ce qui n’est possible en fait que si l = c, comme on le voit à partir du bi-échelonnement US V = R(r)

l×c : comme
U et V sont inversibles, S est inversible si et seulement si R(r)

l×c l’est, ce qui n’a lieu que si l = c = r. En effet sinon
cette matrice R(r)

l×c comporte au moins une ligne ou une colonne nulle, ce qui implique que, pour toute matrice G ou
bien toute matrice D GR(r)

l×c comporte une colonne nulle ou bien R(r)
l×cD comporte une ligne nulle : les deux ne peuvent

donc pas être en même temps l’une Ic et l’autre Il.

Proposition 61. On considère l’équation matricielle

S XT = B,

où les types des matrices connues et inconnues sont tels que la composition et l’égalité aient un sens. On choisit une
quasi-inverse quelconque S ′ de S et une quasi-inverse quelconque T ′ de T , soit — ce qui est toujours possible — des
matrices S ′ et T ′ telles que S S ′S = S et TT ′T = T. Alors :
1 — L’équation S XT = B a au moins une solution si et seulement si S ′BT ′ en est une, soit :

S S ′BT ′T = B.

2 — Si l’équation S XT = B a au moins une solution, alors la solution générale s’écrit sous la forme

X = S ′BT ′ + Y − S ′S YTT ′,

où Y est une matrice quelconque du type convenable pour que la composition et l’égalité aient un sens.

Premièrement, si la condition est satisfaite, alors il y a une solution, à savoir S ′BT ′ ; et réciproquement, s’il existe
une solution X, alors on a B = S XT = S S ′S XTT ′T = S S ′BT ′T . Deuxièmement, si X est de la forme indiquée, alors
c’est bien une solution, car S XT = S (S ′BT ′+Y−S ′S YTT ′)T = S S ′BT ′T +S YT )S S ′S YTT ′T = B+S YT−S YT = B ;
et réciproquement si X est solution, soit S XT = B, alors X = S ′BT ′ + X − S ′S XTT ′, et cela est bien de la forme
prescrite, en prenant Y = X.
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[10] Backes F., La méthode du pentasphère oblique mobile et quelques-unes de ses applications, Acad. Royal Bel-
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[55] GaußC. F., Œuvres, en 1811 ( Werke, 8, 90-92), en 1831 ( Werke, 2, 95-148).
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(1993).

[68] Iversen B., Hyperbolic Geometry, CUP, (1992).
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[75] Lay D. C, Alèbre linéaire. Théorie, exercices & applications, De Boeck, (2004).
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