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THECRIZ DES BCRNES

par

René Guitart

Chapitre 71 : Ou 1l'on rencontre une présentation catégorique des
cardinaux classicues.

Habituellement les cawxdinaux sont utilisés pour borner

o priori des constructions et garantir 1l'existence d'objets qui
J

e

neat un sens aux locutions
"eard A B" et Meard A & b".

fmplifiant cette remarque, voici une description de N

isgueraisnt d'8tre"trop grands". Cela est fait d'abord en don=-

Iy
%

{et de cerd) bvasée sur 1'étude des scus-foncteurs du foncteur par-
tie, ce qui est trés diffédrent de 1l'introduction d'un objet des

sntiers naturels. Cette démarche éclaire la manidre dont 1'arithmé-
finie ou transfinie) s'élabore & partir de la logigue inter-

tigue i
ns; cela s'adapterait aisément aux cas d'un topos, des en-

Bpog

ne de or
sembles flous,d’'un univers algébrigque.

Soit U un modéle de la théorie des ensembles de Zermelio~
Fraenkel avec axiome du choix (et donc aussi trichotomie sur les
cardinaux). On désigne par Ens la catégorie de toutes les applica~
tiong entre ensembles éléments de U, et par P: Ens -—) Ens le

oncteur "parties™ covariant associant & tout ensemble X 1'ensem-
toute £:X —wd ¥ l'application PI:

bty

“:f} 2
S,

51 o géf ic X}' et &
P e PY 1 A =D PA = {fa/ a€h} .
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telle que £{A) = Z; par naturselité il vient Z € BX {ceci du moins
dans le cas ol 2 £ §).

2= Pour un X donné on & soit BY = P(a}"<(}{} seit BY = (b }(x}

En effet, si pour un AC X, avec card A = b){’ on a A &€ BX, alors
tout A%, avec caxd 4' = b}. est tel que l'on ait une bijection u:

A -—> A" et puls une application f:X —3 X telle que £(4) = 4', de
sorte que A€ BX; on conclut alers grice & 1~ .,

3- On a évidemment b < card X et aussi ’r:j( = bcard x *
4= Pour tout X et tout Y, la relation 4 By £ Leard ¥ entraine bx‘{by
en effet, soii 2 C X, avec A € BX, de sorte que card 4 <L card Y;
il existe denc une injection Jta -7 gt puls une application f:
L —> Y telle que £{4) = j{4). Alors comme f(A) € BY on a card 4 =
card £{A} b

Y.
S5« Si card X Lecard ¥, alors ‘—t:x R bY: cela résulte de 3= ot 4- .
6~ Pour tout X ona b_= b, ., En effes, on a b < b, et on con-
bx X X X

clut griace & 2- ot 4e . )
7= Pour tout X et tout Y, la relation b “X > card Y entralne 1'éga-
1ité B, = card Y. Bn effet, on a un 4 € 3X tel que card 4 2 card Y,
et done une surjection =14 ~—> ¥ et une application £:X -3 Y avec
f{ﬁ} = ¥; tpu;z.sqae r{4) € wy, enab )cardY

; est non comee, alors pour tout X on a 1'é-
galitd b}i card ‘f t 8 = P. En effei, pour tout X il exisis un Y
tel que card X < b‘f gt dtaprés 4~ on obtient b}( = card X; pour con-
clure il suffit de montrer que ¥ € BX. A cet effet, avec 2 = ZX et
A xi%}:% / }:EK} T2, onacard 4 = card X< card Z {d'aprés Can-
tor) et puisque bg = card 7 on a A € BZ; alors en prenant f:2—3X

- ) - I'e ~ - - s .
on telle que f{i} = X, il vient par naturalité X € BX.
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X*}XE‘C bornée et posons b = S’s{P b}( ; alors pour
tout X on a %3}{ inf(b,card X}. Bn effet, puisque b, £ b, on- a
tout d'aberd b, b b et done = b {d'aprés 4-). Ensuite:

- 21 b C{:f».rﬁ X, avec T« on trouve que b}( = card X, donc
XS

- 81 b = card X, alors b';n = b = card X et alors b); =
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- 5i b £ cari X, alors ba_bbébcmﬁ}iz%gb , et

4

tabhlie dans tous len ©as.

£,

1a fermule est bien
40— Pour achever la presuve, on distingue deux cas:

157 Lag: B{w) = P(v). Alors powr tout X, 51 on a un ACX
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= une bijection hib *ngpé.et une appiication

; . as 3]

FiD ey X tellie que (v} = &, et donc A € BX, =i bien que B = ?( X.
Y

£ P{p). Si l'on avait un X et un A€ X,avec

£ N

spplication £:X —3 b telle que £{A) = b, ce qul contredirait 1’
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