SUR LES CONTRIBUTIONS PE CHARLES EHRESMANN
. A LA THEORIE DES CATEGORIES -

René Guitart (Paris T)

Dans un prechain numérc des Cahiers de Topelogie et Géométrie différen-
lielte on trouvera une biblicgraphie complite des travaux de C. Ehresmann,
corprenant environ 120 titres, parmi lesguels 60 - publiés ces 20 dernieres
anndes - sont consacrés a la théorie des catégories ; voici quelques indicanr

tions serrmaires sur cetie derniére partie de sea travaux .

1. Vers 1957 les recherches d'Ehreamann l'ont amené & considérer comme
fondarrentale la notion de structure locale, clest-d.dire de structure définie
par la donnée diun atias comrplet compatible avec un pseudogroupe de frans-
{formations. [} developpe cela ensuite avec, par exernple, i'dtude systématique
de diverses extensions de l'idée d'atlas, comme ce gutil appelle fusées et
superfusées, dans e cadre général des groupcides inductifs et gatégories
ordonnées {i. e, catégories dont i'ensemble des morphismes est ordonné de
sorte que la composition des morphismes et les fonctions Hgomaine!' et
Mepdomaine™ soient croissantes ~ cf, § 4} . Le théoréme qu'il juge principal
i ce sujet est ce qu'il appeile théorime d'élargissement complet d'une ea-
péce de structure locale ou plus généralement d'une catégorie ordonnée
inductive au-dessus d'une autre © ainsi, tris particuliéremant, ‘en appliquant
ce théordme i la catégorie des applications C" entre cuverts d'espaces
numérigques &P on obtient la consiruction de ia catégorie des variétés ot
Cette partie des travaux représente plus de 700 pages dans iosquelles il est
{ructueux de lire aujourd'hui D'éclairage original qu'Ehresmann 2 donné suy
les questions de faisceaux, aigébres de Heyting {qu'il appelle treillis lo-
caux, ef qui sont rraintenant d'actualité dans les travaux de théorie des topos
sous le nom de Vlocall), et sur I'holonemie &t la cohomologie des catégories
ordenndes. (A ce sujet il introduit comame outil les catégories d'opérateurs
sur tos catégories', qu'il appelile Yespices de rorphisme®, et qul ne sont
rien de plus gue lea {ibrations pcindées de Grothendieck, mais sous la forme
adéqguate a i*internalisation’, que lon pratique raintenant couramment,

dans un tepos par exerrplel,
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2 . Dans le but probable de couvrir ausei le cas des structures lacales, en
1560 Ehresrmann pense 3 itérer transfiniment la méthode de Bourbaki de
description des espéces de structures par schéma de construction d'échelon,
¢t il obtient ainsi la catégorie des foncteurs types, introduisant en mw&me
terrps pour ia premriére fois la Z-catégerie des transformations naturelies
entre foncteurs . Les catégories ordonnées et la Z-catégorie des transfor-

mations naturelles sont des exerrples de catépories doubles, dont Ehresmann

donne la définition en 1961 . 1I donne }lexemple de la catégorie double des
carrés corrmutatife d'une catégorie fixée, et surtout le cas de la catégorie

double Q{Cat] dont les Z-blocs sont de la formre

A_..{Emm.)&’

PL V,lb

X

avec P,{, R, 5 foncteurs, t: R.P -5 5. {0 transformation naturelie. Plu-
sieurs auteurs ont rris l'accent sur le cas particulier important de catégo-
ries doubles que sont les 2-catégories. En fait si i la place de Cat on
prend une 2-catégerie abstraite C , on peut, en considérant comme
2-blocs les quintettes (P, Q,R,5:t} avec P,Q,R,S l-morphismes de £
et t:R.P-»5Q Z-morphisme de C , obtenir une catégorie double
wH{CH . 1 est remarquable que dans le dernier article qu'Ehresmann publie
{avec sa fermme Andrée Ehresmann, en 1979) on trouve ce théoréme sui-
vant lequel toute catégorie double se plonge dans une catégorie double de

la forme Q(C).

3. Dane plusieurs textes et cours, Ehresmann a trés clairement décrit sa
cenception de la géométrie différentielle {comprise en particulier avec les
outils introduits mtérigur#mem par lui-mfme @ espaces fibrés, G-struc-
tures, calculs des jets, prnlm&gements infinitésimauk, connexions) comme

essentiellement 1'étude des catégories différentiablea et fondamentalement

de la catégorie différentiable des jets lavant pour chjets les germes de va-
riétés et pour morphismes les jets infinitésimaux d'ardre n fixé de germes
d'applications C" entre ces objets} . Par exemple, pour lui un espace fi-
bré consiste avant toul en un groupoide différentiable ayant pour cbjets les

fibres, et pour morphismes des difféornorphismes entre ces fibres (rappe-

38

584



lons qutun groupofds esi, suivant la définition donnés en 1926 par H. Brandt,
ta mame chose qu'une catégorie dont tous les morphismes sont inversibles)

De ge point de vue, les prolongements de variétés, dl'espaces fibrés, devien-
nent des prolongements de catégories différentiables particulieres, ot on les

abtien: par sirmple application des foncteurs jets .

4 . Catégories crdonndes, topologiques, différentiables, doubies, sont des
cas particuliers d'objets calégories internes 4 une catégorie C, et dans

ces cas {oh done € = Ord, Top, Diff ou Cat} on dispose de plus d'un fonc-

teur U : C —» Ens. Ehresmann préfére alors parler de gatéporie U-structurde,

1a notion de catégorie interne nc se¢ dépageant que plus tard {sous le nor de

catégorie structurée généralisée}, en "oubliant le foncteur d'oubli" U .

Ehresrmann a découvert la bonne définition universelle du quotient Xf r
d'un objet X de C par une équivalence r sur C{X} : ctest ce qu'il appel-
le j& U.quasiguotient de ¥ par r . Dans le cas ot X est une structure
algébrique, X fr = X /%, le aquotient de X par la relation d'équivalence
compatible avec la structure algébrique en question engendrée par r
{notée ¥}, De rranidére sermblable il introduit la notion de U.sous-structure
A de X enpendréc par AT U{X). II étudie ensuite les catégories U-struc.
rurées essentiellerment & l'aide de cer deux outils. Dans le cas spécial
C = Cat il obtient, avant Gabriel-Zisman, des résultats trés précis sur le
calcul des catégories de {ractions. Toutefois ces résultats, sous la {orme
ol ils sont repris daans “Catégories et Structures’, chapftre 5, sont diffi~
¢iles & reconnaftre ; il faut lex lire dana le texte original paru en 1961
Dans le cas C = Tep , il reprend de nombreux résultates sur les groupes
topologiques ei les adapte aux catégories topologiques. Cela donne en 1966
trois articles directement accessibies .

5 . En 1966, non ixformé des travaux {inédits & cette époque) de Gabriel-
Ulmrer, Ehresmann introduit les gsguisses , trés voisines des catégories
marquées de Chevalley, puisque ce sont des “graphes raitiplicatifs® mar-
qués de cBnes. il n'explicite pas du tout le lien avec les sites et catégories
de faisceaux, car ii faut dire gue son point de vue est fout avtre que celul

de Grothendieck., En effet, Ehresrrans n'airme pas travailler Yhom par hom!!
avec i'outil fondamental qu'est le lemme de Yoneda {voir néanmoins le cha-
pitre £] et il préfére toujours les caleculs et descriptions dessinées' par

de petits diagrammes bien visuels. Cela se rattache probablement & sa for-
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sration en topelogie algebrigue, et se voit Jusqgue dans sa ramire graphigue
2 b b4 jue, 5 8 H

co représenter les diagrarmimes dans les catégories. Par exenple 1a o

conde ecrirat -

N ¥

gi II il écrit

b S VA

e
A
™~

Asnsi, pour lul une catégorie est d'abord un graphe orienté, plus une loi

de cowpesition des paires de {léches consécutives ; vers 1965 cela fait

une difference entre iul et les autres catégoriciens, différence conceptuvlie,

& laguelle s'ajoute des différences de notations @ il errplofe WF,f,E) pour

W E —» BV Maer 2Y opour "dom et cod', Ye'.C.e" pour "H{)Mcie.v')".
Avec parioir le choix d'une terminologie i 1'apparence proviscire! {comme
plus haut le terme Yquasi-quotient') pour des concepts au demreurant simples

et excellents, cela a certainement contribué i une mauvaise diffusion des
travaux catégoriques d'Ehresmann, jusgu'en 1970 environ. Mais revenons

aux esquisses .

[} existe une esquisse s (& savoir le début de la catégorie simpliciale}

teile que la catégorie CON’%Tscat.Ehs) des foncteurs continus de 8ny VETS
Ens soit équivalente 3 Cat. Alors les catégories U.structurées, avec

L C—3Iins , sont précisérmrent jes objets de CONT(scat, C}, et beaucoup
de resultats & leur sujet sont encore valables si 8 gy =8t rermplacée par une

autre esquisse s décrivant un autre type de structure .

La défimtion d'Ehresmann de foncteur adioint {comme “éjecteur™) est
moins agréable que celle de Kan i d'un autre c8té, il travaille toujours scus
by forime Plocale! (= existence d'objet libre), ce qui est la maniére naturelle
i construire les adjoints. Travazillant avec des univers de Grothendieck
errboités, il donne en parficulier un théoréme d'existence de structures li-
bruos dont la preuve est une imitation des constructions de compactifications
miocarnoplétions en topologie {favec U : C ~>» Ens, la U-structure libre sur
2 oest im{E 22085 g Y.

E-2U(Y)

Dans e méme espril, il construit le "ype! associé & une esquisse, di-
verses corvplétions de gatégories of catégories structurdes, de foncteurs et

foncteurs structurés. (es derniers résultats serrblent maintenant intéresser
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eaucoup de gens, les catégoriciens ellerrands en particulier .

& . A cbtd des catdgories structurées, itautre rraniére dlenrichir les caté-
guries, hon par hem, intéresse néanmoins Ehresmann (ansi, dans son
cours de tmaftrise de 1967-48, il donne & un r orent une présentalion person-
nelle «des catégories additives et de i'algebre how clogigquel. £t v &re, ins-
piréd surteut dexerrples venant de I'analvse {¢. g. catégories ol les homs
sont des espaces de Banach, de Fréchet, ... } il donne dans des cag particu-
liers la définition des catégories darrinées , dont la "bonne' formulation
viendra plus tard {1965} avec Lu notion de V-catégorie (Eilenberg-Kellyh
trans les articles quiil publie & partir de 1972 avec sa ferme, il adopte

la terminologie des V. catégories et catégories monofdales, et aussy,
progressiverreni, les notations des autres catégoriciens, Dans ilarticle

de 972 intitulé "Catégorics of sketches structures’, aprés avoir présenté
la théorie des esquisses sous une forme triés simple il Jonne les princi-
pales méthodes pour obtenir des enrichissernents et des produits tensoriels
sur les catégories de la forme CONT{s, Ens) . Cela constituz une belle
{ilustration de la méthode des asquisses, Et tétude du cas B ¢ sﬁat 2n,
clestei-dire 1'étude des catégories n-uples, avec en particulier les noticns
de limites Nrelachées" ou lax-lir {fres voisines des limites homotopiques)
dans les catégories doubles, est déveioppée dans 4 articles qui se suivent

de 1974 3 1979 et constituent un véritahle livre .

Nous nous sorrimes lirrité ici & um survol trés rapide, et ie lecteur vou-
iant en savoir davaatage trouversz en référence une sélection de textes

d'Ehresrmann directerrent jisibles .

tinfluence exercée par cetis aguvre, aussi bien sur certains mathéma-
ticiens &trangers que sur les trés nomrbreux &léves gu'Ehresmann a divrigés
et accueilliz dans son sérminaire, a été trés grande, et l'on connait déja cer-
tajns perfectionnerents ou'prolongements A'iddes ou de thémes inventés ou
travaillés par Ehresmann ; sur cela il serait utile de donner des explications
{corrme premiére indication signalons gue, en théorie des catégories, Andree
et Charles Ehresmann ont fait préparer une guarantaine de théses de 3e cvcle
¢t une dizaine de thises 4'Etat). Rappelons aussi que, en 1965, un prix de
V'Acadérrie {le prix Petit ¢'Ormoy) a 1€ décerné 4 Ehresmann, pour ses tra-

vuaux on théorie ¢es catégories . Aunjourdihul, on peut voir dans ses Lravaux
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ung évolution trés nette de problidmes particuliers vers des problémes de plus
en plus généraux, avec dans les 4 derniers articles un retour, 3 l'aide d'ou-
tils plus puissants, vers les problémes sur les catégories doubles des années
196063, Mais le retour aux structures locales et 4 la géométrie différentieile,
scurce des préoccupations ca.t_égoriques d'Ehresmann, reste d& accomplir .

En réalité il nest pas sfr qu'Bhresmann luj.m@me ait désiré i toute force
prouver }thutilitd’ - fusse par rapport & ses motivations originelles des
années }955-1960 - der théoriea qu'il développait {souvent librement, pour
leurs propres beautés). Trés certainement l'intérét en soi de la théorie des
catégeries naissante, et ses relations avec de nombreux autres domaines des

mathématiques, le passionnaient et motivaient aussi profondément. Cela est

particulidrement clair si 'on ae rappelle ce qu'il disait de 1'art v athématigue :

Yle mathématicien est engagé dans la poursuite d'un réve sans {in, dont ia
traduction en formules précises exige un effort extracrdinaire. { .. ) Je ne
crois pas quun mathématicien voit dans cette efficacité [dans les applications
pratiques 1la justification de ses sfforte car le vrai but de son réve perpétuéi

est de comprendre is structure de tout chose™ .
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