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RELATIONS ET CARRES EXACTS

René Guitart

Le but de ce texte est de jeter un pont entre logique et homelogie, en
exposant le calcul de ltexactitude (et ses liens avec le calcul des relations) dans
une 2-catégorie symétrigue (section 3) et dans une Yoneda-structure uniforme
(section 4) en général, mais d'abord em traitant le cas particulier de la 2-caté-

gorie CAT (section 1.

Dans la section 1, nous introduisons le concept de carnd exact dans une
2-catégorie veprésentable {cf. H. £1.4) et donnons dans le cas de ia Z-catégorie
CAT une série de conditions &guivalentes {critdre du zig-zag, critéres locaux,
critdres de COMPATA1SOAS AUX COWMAS,OU AUX SO-COMmAS, critére de la maltiplication,
crit8re de préservation des.axteﬂsiOﬂs inductives ponctuelles, critére de préserva~
tion des extensions projectives ponctuelles, régies de composition, de dualité,
diexponentiation). Nous voyons alors que ces carrés exacts sont une généralisation
commune & toutes les situations suivantes: sudies exactes usuelles, suites exactes
de Jaffard-Poitou; carrés exacts de Hiiton dans une catégorie ab&lienne; extensions
absolues, limites absolues, foncteurs 0paques, copleinement fiddles ou riches; ad-
jonctions partielles {i.e. reldvements absolus), adjonciions, foncteurs pleinement
fiddles: carrés commas et co-commas. La fin de la section 1 indique pourquoi il
nous semble préférable maintenant dans 1'8tude de i'exactitude dans Ab de consi-
direr Ab comme sous 2-catégorie (sans 2.morphismes) de CAT , et de calculer

dans CAT .
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104 . Refations el cannlds exacts

A la section 2, on pose le probléme de 1'analyse des 2éseaux exacts, 3 la
section 3, on indique une possibilité de solution de ce probléme par des '"calculs
de relations'; on chserve que les diverses manidres dfaborder le 'calcul des rela-
tions' (Benabou, Cuitart, Hilton, Meisen, Street-Walters, Coppey) induisent chacune
une notion d'exactitude, et gque réciproquemment, toute notion d'exactitude détermine

une congruence sur une bicatégorie de spans, qui en quelque sorte la représente.

A la section 4, on définit et on caract@rise les carrés exacts dans une
yoneda-structure au sens de Street-Walters [26] et on souligne ia possibilité de
définir dans ce cadre les carrés ponciuels. C'est probablement quand on aura bien
saisi les liens entre carrés exacts et carrés ponctuels qu'on pourra construire

une approche axiomatique solide de 1'exactitude dans les 2-catégories.

& la section 5, nous définissons les {enclewns opagues, exposons leur lien
avec les extensions absolues et avec les carrés exacts, et montyons leur r8le vis-
Z-vis de la Categorical Shape Theory de Deleanu-Frei-Hilton (voir A. Frei £71) et
vis-d-vis des extensions de Kan de Théories cohomologiques {voir J.L. Mac Denald
[201). Ce sont en fait les résultats obtenus en premier [10], car pour aboutir
aux carrés exacts, nous sommes partis des limites absolues de R. Paré [23], nous
sommes passés par la condition de Beck-Chevalley [4] et le théor&me du zig-zag
d'Isbell [13], et n'avons que tardivement obsexvé le lien de ces questions avec
les carrés exacts dans les catBgories ab&liennes (au sens de Lambek [183, Mac Lane,
Brinkman-Puppe, Hilton [16]), ce qui a suggéré les définitions H et M de la

section 1.

Une version préliminaire de ce texte a &té mise en circulation en mai

1978, exposée I Oberwolfach en aofit 1979 [12].

On trouvera des prolongements (carrés exacts dans Ens, dans Gr, extensions
des méthodes aux 2-catégories non-représentables) dans van den Bril [28], des ap~-

plications & la déduction dans [13], aux catfgories avec mod&les dans [29].
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René Guitant . 105

0. NOTATICN

On appelle carid dans une 2-catégordie la donnée de quatre objets
A, B, X, Y, de quatre l-morphismes g :A->X, T:A=>Y, U:X=>3,
V:Y=+B, de un Z-morphisme ¢ : U+ S+ V- T. Un tel carré sera désigné par

la figure

1. EXACTITUDE DANS LA 2-CATEGORIE CAT

1.0. La bicat€gorie des bimodules [ou profoncteurs, ou distributeurs]
est notée BIM , et la composition y est notée & . On sait (voir £E21, [8],
[153, 2731} que le plongement CAT - BIM : Fe [+,F-1 est 2Z-plein, que
Fai [+,Ful = [Fe,-1 = :FO, de sorte que si ¢ 1 U+ S5+ V -+ T est un carré dans

CAT , il détermine un 2-morphisme de BIM @ : S ® © * U0 ® VvV , avec

$x’y(a) . X[x,Sa] * Y[Ta,yl ~ BLUx,Vy]

(m,n} = ¥Yn - G, Um .

1.1. Définition, Un carré ¢ : U~ S~V T de CAT est dit exact ssi

.

BC @ § : X[+,8-1 & YIT(:),-1 = 5@ T » U7 @V = BIU(:), V()]
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106 : Refations et canrds exacts
est un isomorphisme.

1.2, Théordme (critére du zig-zag).

o

1° vu 1a valeur de » et la composition ® s'effectuant i 1'aide de cofins [191,

¢ exact Equivaut &:

BCY :yxe X, VyeY , les g {a) induisent un isomorphisme
— o e X,¥

24
T | xesay % viTay ¥ stuewl
Xy

2% Vg le caicul des cofins par colimites [213, ¢ exact Bquivaur &:

BC'" @ ¥X € XD , ¥y e YD , les $x y{a) induisent un isomorphisme
& X871 pas1 ¥ ralux, vl -

X,y : IimiT oy - A

Et, de manidre symétrique, on obtient 1'&quivalent:

§§?D? Do¥xe X, ¥ye Y, les ﬁx y(a} induisent un isomorphisme

’

wo op YITPL-),¥] N
: 1im{ (x+8) P o AP e Bns > BIUX, V¥ .

L
3% Puisque lim = WOK dis [14], on peut expliciter 2%, et ¢ exact Bquivaut 3:
ZZ iy ¥x ¢ XO , VY e Yo , ¥p @ Ux - Vy e B, il existe
a,m: x + 8a , n:Ta-+y,
avec Vo * ¢

«Um=7p .

ii} Pour tout {a,m,n) , (E,E;gé tels que

v+ g v Un = va eyt o, il existe un zig-zag

dans A tel qu'en lui appliquant T et S il existe des lanternes comme sur le

dessin ci-aprés:
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Rané Guitarnd : 107

Ux
Um m
Usa Usa
&) = P = w,é,
) v
VTa VTa
Vn i
v
vy

7.3. Théondme. (critires locaux).
1° ¢ exact Squivaut, grice i ZZ, 3 la condition LI (local initialité) ou &

la condition LF (local finalit&)
LI xe X, x + S+ Ux + V est initial .
LF: ye¥ T ¢y~ U+ vy est final .

2% peyr tout P ,Q, x:P+X, ¥y:Q-Y,on considére

x ¥y . »Q
P
produit
£ibré comma Y
/ v *
A — Y
comma s v
v ¥ v
P - X T » B

et x ¥y : x¥ y->Ux+ Vy le foncteur induit.
@ @
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108 Refations et carnds exacts

Si ﬁo{x ¥ ¥} est une bijection, on dit que o Cest exact en {?} , et on écrit:
@

(3) By . Alors ¢ exact équivaut i:
TTOIYRQ L, ¥x P X, ¥y QoY {;) =o

1.4, Théondme (critdres de COMPATAiSON auX COmMmaEs, aux Co-CommAas).

On désigne par

le carré comma de U et V , et par ¢ : A~ U+ V 1'unique morphisme tel que

R
Pour tout Z, P : X+ I, Q:Y¥Y+2,0ona

CAT(Pd_,Qd ) === BIM[dodi,POQ} == nnuyv, p°Q)

Py = ¥ 'Y
Zp,Q & ip,Q ¢
o TR T
CAT(PS,QT) BIM(ST ,P Q)
ol Ep Q ¢ et Ep q ¢ désignent les foncteurs composition avec § et T .
Puisque tout bimodule peut, dans CAT , s'@crire sous ia forme PGQ .
dtaprés le lemme de Yoneda, $ est un isomorphisme ssi les applications ZP a @

sont bijectives, si bien que ¢ exact &quivaut i:
H:v¥Z, ¥P:X~+2Z, ¥Q:Y-Z, l'application
¢ CAT(Pd_,Qd;) - CAT(PS,QT)

T "
LP’Q W

est bijective.
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Rend Gultant 109

s Cx 4G :
On a évidemment un crit@re analogue g_? avec les co-commas. Une  2-

{ <> 8P sera dite symitiigue.

catégorie K représentable et co-représentabie ol

Crest le cas de CAT

T.5. Définiticn, Dans une Z-catfgorie ¥ , on appelle cawnd mubiiplica-

+*
t
tif la donnfe d'un carré ¢ ! $————V @, pOUT tout R,%8, p:R~» X,
u
gt R-Y , f: o, g:Y¥-0, ziucprveq, 50 fes>gst, la

donnfe d'un  2-morphisme E f«p+ g+ g, avec les conditions

1
®
e

unitarité:
pilinfarité: (b2} ® {xa} » b(A®a , Ya : R' - R, ¥b: 0 -+a'

Si K possdde des chiets commas et co-commas, la donnée de & revient,

d P
i T . .
avec dﬂ--——;v comma et § e 4y co-comma, 4 la donnée d'un
e :
I
0

@ 1 e d -+ 1. 0« 4, tel que
o ¢ 1 1 :

1

\

er alors & ®a =

Bans une catégorie K {vue comme Z-catégorie sans 2-morphismes} on re-

trouve les carrgs exacts de Grandis [91.

Si K= CAT, &1 - do » i, « 4, revient i la donnée de
i i i
o I+ L0 G R
L ST R | 1 = 5 « L
ol i
veo, pour tout o , B,
e e e e e e ey
a v B« g oE o IS moe W os B K

. S P S e
Mais, comme P - g est un bimodule général, ainsi que f + g , on peut prendre

L5,

a
Bt O fal 2 . . o -
peg fsu *v, a=s, £ +~g=s5-1t , E=1,etilvient & = g . et
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110 . Refaiions el carnés exacts

exact. On observe directement avec H gue sl -9 est exact, on a la structure

multiplicative & 4 = (1 . gz;}’ig\;} « T, Dprod:
sy

R~

Y

1.6, Théoxréme {critdre de la multiplication].

M: Uncarrd ¢ @ US> VT de CAT est exact ssi il posside une

al

structure o de carré multiplicatif (et alors & est unique, donnée par ® =GNy

1.7. Théoadme {critdre de préservation des extensions inductives ponc-

tuelies},

PP : Uncarré g : Y+ S+ VT de CAT est exact ssi, pour toute ex-

tension inductive ponctuelle,

X

fvoir [211, {253, le triangle composé

A Y

X —————uwuﬂmvB

N\

est encore une extension inductive ponctueile. En effet, soit G : Y -~ I . D'aprés
H pour ¢ , ona NAT(F§,GT} » NAT(F&G,Gdl} , et par hypoth@se sur B , on a
NAT{F&O, Gd}) ~ NAT{RV,G} . Donc Rg = 85 : FS = {RV}T est une extension, et

c'est une extension ponctuelle, pgrBce au théor@me 1.6.



Rend Guifond

Pour

la récipreque, BC" signifie que .V¥x ¢ XG , le diagramme

T

e s B4

{Evec ix(x') ¢ olx,x'] + fUx,Ux"]

L £ o U(E)

est une extension pongtuelle. Pour conclure, i1 reste & voir que [ux,-]

extension ponctuelle de [x,-1 le long de U .

Dfaprés

1.§.

Théondme {répgle de composition).

BC , dans CAT , les carrés exacts Se composent horizontalemernt,

ou verticalenment,

pDans (AT

, on

R
: !
i :
4
o
: :
]
_______ g

Thiondme {rigle de dualisation).

a1l
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112 Rex‘iaf,gcm 2t carnés exacts

o7 sop <OF

Y exact <=> T exact

En effer, cela est Bvident sur les critdres ZZ , H ou M. Sur la définition de

Street, on voit que &t G+ V= F e¢st une extension projective ponctuelile ssi

op

FrEoae 78 v est une extension inductive penctuelle, et alors en appli-

quant le principe de dualisation D et PP, on obtient:

T.16. Théoadme {critdre de préservation des extensions projectives ponc-

PP* : Un carr® ¢ @ U« § > ¥« T de CAT est exact ssi, pour toute ex-

tension projective ponctuelle

v

i S

i

“\»\\;if\\\\. N
<

e

ie composé

T

est une extensicn projective ponctuelle.

Dans toute 2-catégorie averc commas et co-commas H=>PP et H=>PP¥,
. op . X N o : -
cela vaut pour CAT et pour CAT P osii'on appelle relévement inductif (projec-
tif} co-ponctuel dans CAT une extension inductive {proiecrive) poenctuelle dans

cat®® .
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René Guifant 113

1.11. Thiondme (conditions de préservations].

i dans CAT , ¢ @ U+ 85+ V e T est exact, alors

e ;¢ préserve les extensions inductives ponctuelles sous U,
pp* s préserve les extensions projectives ponctuelles sous V.
Eg?? g préserve les reifvements inductifs co-ponctuels sur T .
ngop 1 préserve les reldvements projectifs co-ponctuels sur S

A 8 v
\ @/.
Pp*
XM.__.__._..U__._.MW.)B A
W
1.12. Définifion. Dans une Z2-catfgorie ¥ , on appelle easnd exact fort
t
fresp. cannd exact absclul un carté ¢ @ 5 —pV tel que pour tout X e K,
u

KEX,e3 soit exact dans CAT [resp. pour tout J-foncteur € : K =+ L , &{p) est

exact dans L]

1.13. Théordme (r8gle d'exponentiation].

pans CAT un carré est exact ssi il est exact fort.

1.14. Exemples {dans CAT)

En appliguant les eritéres précédents BC ,.BC' , BCY , §Eﬁ0p , 22, LI, LF,

"o

sition, de dualisation, d'exponentiation, on obtient immédiatement les exemples
i

¥, H, 4oP , M, PE, PP¥ {tous éguivalents dans CAT) et les régles de compo-

suivants:
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Relations et carnés exacts

P
ot
=Y

F 1 s
13 1 i_¥;ﬂ-1 gt 1 ¢ F——aF sont exacts {&vident avec M.
ES

Dlaprds Streer {257, cela fquivaut au lewne de Yoneda; on appellera ces carrés des
carnés Yonedn,

d
&

2} Un carvd comma g do——-q»v est exact.
U

3

4

T .
3) Un carr® co-comma b - 8 ~y—#i; €St exact,
i
o

M
L . . -~
4] 1 : 1l-——w»F est exact ssi F est plednement fidele.
Fal
F

5} 1 ¢ Fe—es 1 est exact ssi F est co-pleinement §idéle,

L . .
) x—wz—u U est exact ssi L —l(e,n) {adjonction),
7} n ot Ueiwl est exact ssi L—iti{7,n (adjonctiony.

B} £ ! ] —aU est exact ssi L m§~—§U(a} (i.e. L est adjoint par-

el le long de Y 73 U ).

9} % 1 S—V est exact ssi  (V,u) est exfension inductive absolue

de 5 le long de T [ecf. §5.17.

T , . ,
16} ¢ ¢ S 1 est exact ssi (U,g} est extemsion projective absofue
U

de T le iong de §

P15, Lien avee £'exactifude dans Ab
1% Les conditions Hoet PP oet M ont un sens dans toute Z-catégorie représen-

table; et sont nen-équivalentes en général. A fortiori dans toute catégorie {vue}.

50 z . . : s
< Comme Z2-catégorie sans Z-morphismes autre que les identitéds sur les I-mor-

phismes, H et PP ont un sens. Ainsi {veir Hilton £163) dans Ab un carré

A ot 8

E |
5| 0
' /.
X # B

est exacte au sens H  ssi ls suite A X B est exacte en X
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Rend Guiiani 115

A
° Puisque Ab - CAT , le carr® ci-dessus 1 : S-9-tOB peut 8tre regardé comme
U

carré dans CAT ; il est exact dans ia 2-catégorie CAT ssi A= X~ B+ 0 est

3

exacte en X et en B-.

4% e caleul de l'exactitude dans CAT est donc un &largissement de celui fait

dans Ab ; dans cet esprit, les carrés exacts absolus {e.g. les adjonctions, les
” o : . : - il -
carrés Yonedas) (cf. 1.12) généralisent les suites exactes scindées, et ¢ Tepré-

sente 1'homofogie du cazré o

7. RESEAUX EXACTS D'UNE 2-CATEGORIE SYMETRIQUE

2.0. Dans une 2-catégorie comme BIM , les formules Dors et oy

< o ~
aves T 4t , u-+u {ou ¢ : t, ot s> v e, avec t, A T, g, -+ u} , sont

des formules d'échange entre "2-fractions” {ou 'Z-co-fractions™} droites et
gauches. Dans cette perspective d'un calcul de fractions 2-dimensionneis, les
réseaux exacts correspondent aux formufes d'Echange d'oadres supdndeurs, comme par

R ~ O e e $OT 4 . . I T a9 .
gxemple ci-aprés (¢1u2v2) (sytye,) & sy ty ot 5, ty S up t vyt Uyt oV,

7.1. ©DEfimition, Dans une 2-catégorie symétrique (cf. 1.4) K , on dira

. . Y 3
que la figure Loy 18] —dpVy 5 45 : szuumwm¢v2} s
i y - u,
& A
5 t '/ii/////// \\\\\\zz\‘
Xl Y1 = X2 Yz
U,y @, vy Uy ?q A
i e
Bl 32

est un Addeau exaet en {xl,Y ssi la figure complétée,
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1i6 Relaticns el carnds exacts

. . .
°1 Y2
- e Y
. co-comma .
o P ~r Cags 08, - ~ .
€St UR CAYTE exact {au sens H ou H'Y} . [De mfme un réseau-plan plus complexe

sera dit exact si en le complZtant "aux places vides' par des petits carrés commas
cu co-commas, on obtient un grand carré exsct.] En particalier si tl : A1 - XZ )

. . . € - R
g, sera dit t-¢xactd {ou exact en t ) 881 [ie—wl , $3 €St exact en {Al,Yzj .
t “

T .
5 1 t——»1 est t-exact, on dit gue t est ¢opaque [cf. §5.2],
H

2.7, Remargue. La caractérisation des réseaux exacts dans Ab  ou dans
CAT est immédiate grice au calcul des relations additives dans Ab et au calcul
des bimodules dans CAT . Pour une 2-catégorie symBtrique quelconque, on devra
utilisey un Yealeul de relations" addquate, d8crit § la section 3. Pour une 2-

cat@gorie smvec Yoneda-siructure, voilr un calcul 3 1a section 4.

3. CALCULS DE RELATIONS versus TYPES D'EXACTITUDES
Q
J op
3.7. Si 1'on dispose de deux 2-foncteurs Kup B rels que
g
5 o , P . . o
YX ¢ Ej , J X = JX, on peut définir un carré exact de ({K,J,J) comme un qua-
druplet {s,t,u,v} de E tel gue
o I
Jg o= Jtx JTu s Jv
3.2, Reéciproguement, scit E une classe de carréd de K . On note

. e C . a b
Span K e systéme multipiicarif ayant pour termes les spans Xe—— R o3 ¥ de
ks i F

K ., et ol la composition est définie — & isomorphismes pr&s -~ par
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René Guifani : 117

{gcﬂ)'(&aﬁ}:(mc;aﬁ',qu}

b! =
avec C©f e € UN CAYTE COMNA.

On désigne par é& la plus petite Bquivalence sur Span K telle que
Span {(/EiE s0if une bicatfgorie et telle que (Ajp.q) Zg {Bir,s) d&s que 3u. v,
o tu=p=v-rqgeE, Birurr+rv:se £ . En supposant que E contient les

carrés-Yoneda, on retrouve une situation du type 3.1.

3.3, Théonime.
a . . ’ . .
1 guivant 3.1 et 3.2, 3 chaque "calecul de relations' sur K , on salt associer

une "notion dfexactitude’ dans K , et inversement si £ est une classe de carrés

décrétés exacts de K , on construit un caleul de relations avec Span KiEE

o]

2% Avec € = H{K) , la classe des carrés exacts au sens H , on démontre que
Span(Ab}/:H(Ab) ~ Rel Ab
et
anf TYV/E . Eas] Mo
Span{CAT) /g cppy = BIM

{On sait qufinversement, H{Ab) et H{CAT} se décrivent par 3.1 4 partir de
q P

Rel Ab et BIM respectivement.)

1% pans le théordme 3.4 de L'article de Moisen [223, on peut prendre

Homx,

tion

(X,¥} = Fix(&x Y) avec {X ¥ ie triple induit sur Span{X,Y) par 1'adjonc-

Teo-comma : Span{X,Y) - co-Span{X,Y}] [comma : co-Span(X,Y) - Span(X,Y)]

§i ¥ = Ab , on obtient X' = Rel Ab . Si K = CAT , on obtient X B1M .

3.4, En fait, divers cafouk de relaticns de fa Littérature sont de fa
foxme. Span K/R [voir imonades involutives complémentées™, pp. 35, 41, cité dans
ri1j7. Ainsi sont les relations associfes aux décompositions de Coppey [5] sur
¥ , les constructions par Meisen {2273 de Pull (K; et de RelM ou ({E,M) est une

décomposition de Kelly, et les relations dans les Yoneda-structures uniformes {843,
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Refations et carnés exacts

P
Tt
1€

%.5. Pour une cavégorie K , soit BREL{K] Ie quotient de 3Span K par

{Rja,b) ~ [R';a*,b*} ssi 3u, Ov gvec a-u=a', beu=b, a -v=a,

=
3l
o]
[}
t
I
[»3
s
T
3%
%]
o
5]
>
m
P
o
€
=)
3

orrespondante est celle de carré semi-cartésien.

Om cobtient auSsi les carrés semi-cartsiens comme les exacts d'un topos
relativement & son calcul usuel de relatiens. Cela vaut biem sfir pour Ens , ol

la condition H & un sens diff@rent.

4. iARRéS EXACTS ET PONCTUELS DANS LES YONEDA-STRUCTURES UNIFORMES

4.6. Soit K une Z-catégorie munie d'une Yoneda-structure au sens de

=

Street-Walters 7263 {voir aussi [257) c¢'est-f-dire d'un idéal 4 droite

i
(™
£
1
s

de fléches "sdmissibles?, et de la donmée pour tout A ¢ Ado dtun

morphisme 'de Yoneda" Y, 1 A - PA jouissant de ia proprifté gue pour tout

£

£f: A~ B de #d 1l existe un diagramme

A ey B
/
f/
- i
v, \ xf /BiE
: e
%
PA

tel que Xf présente B{f,1} comme extension inductive de ¥A le long de £ ,

-

tel que y présente f  comme rel@vement zbsolu (= adjoint partiel) de ¥, &
travers B{f,1} . et tel gue, pour tout X : B+ PA et o : B(f,1] =k , ¢ soit
£
s i) A

un isomorphisme ssi  (of) + ¥ présente £ comme reiBvement absolu de YA i

travers k . Alors Street et Walters montrent que
(Y,*f , 1) = Pf

dévermine un pseude-Z-foncteur P, et que de plus, s1 j : A= B est el que

A, B et B(3},1) soient admissibles, alors Pj—«Y¥j , avec

U
e
oy
Lt
o,
ol
ot
ot
-
ot
[
e
%,
Hh
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René Guitart - 118

Exemples: CAT , ¥+ CAT , CAT(E} pour B topos.

4.1. DEfinition. Om appelle Yeneda-stuucture wndgoame sun K une Yoneda-
structure comme ci-dessus {4.0) au sens [ 26] telle que, de plus,
- les extensions xf sont ponctuelles;
b [

- pour tout g : B~ PC, il existe I, B—"pZ —»C avec

g = ?{C) . YZ - b
Exemples: CAT , les cosmos uniformes de 251,

4.2, Diginitions.
t - . .
1° Un carr€ ¢ ! S——pv est dit admissible st s, v, uc« ad , si
U
X{s,1) ¢ Ad , si Ps a un adjoint i droite 3s . lers o détermine

e ¢ 3s o+ Y(t,1} >~ B(u,1) » v ‘“comme' dans le cas de CAT et des bimedules (§1).
2% 8i 4 est admissible, ¢ est dit exact ssi g_(f : ¢ est un isomorphisme.
3 81 p et o sont admissibles, p est dit Y-ponetuel ssi T est exact.

4.3, Théordme.
1° Dpans une 2-catfgorie K avec Yoneda-structure, un carréd ¢ admissible est

exact {gg#) 531 i} satisfait

gg‘t 1 le diagramme A—-—-MWE—_-———DY

présente B(u,i) * v comme extension inductive de YX + 5 le long de t .

. . # P
2% i 1a Yoneda-structure est uniforme, aloers PP <s» H , pour les carrés ¢ tel

gue u soit admissible.
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3% Les adjonctions partielles et extensions absolues sont {comme dans le cas de

N - R N
CATY des carvés exacts (BC™

5. FONCTEURS OPAQUES, EXTENSIONS ABSOLUES, ET APPLICATION A LA PRO-LOCALISATION

5.8, En feit, & l'origine de notre définition et de notre étude des car-
TS exacts comme ci-avant aux sections 1 3 4, 11 y a 1'étude de la thése de Paré
sur les limites absolues [23] et les caractérisations des extensions absolues don-
nées en [10] {et reprenant partiellement des vésultats de Thigbaud [27] et de

Harting {157},

5.7, Déginiticn. On appelle exfemstion inductive absofue un diagramme

dans  CAT

X Py
F @ R
e

tel gue, pour tout foncteur H : I - K, le composé He est une extension de Kan

inductive (HR o Lan} HF)

5.7, Téginilion, Un foncteur P : A > B est dit opague si  YA,A' « A

¥bor PA - PAT ¢ B, i1 existe un zig-zag
A/\/ ...\A.'

dans A , dont l'image par P s'incorpere I une lanterne de la forme
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5.3, Thiondme (extensions absolues vérsus foncteurs opaques) .

) : . N
1° ¢ est une extension absolue ssi 4 est une extension ponctuelle et se calcule

par colimites absclues, ou encore 583 Yanz + p est une extension.

. . . J
9 Comme dit au §1.14 {avec 1.1), ¢ est une extension absolue ssi ¢ : F _Ewmyll

est exact, 1.e. c isomorphisme (dans ce cas, le critdre de zig-zag et les crité-

2

res locaux prennent des formes plus spteiales (voir [1013).

d
o ) . 1 . - .
3 est une extension absolue ssi, avec do_mwmmyk carré comma, le foncteur in-
U

duit J - dl i ¥+ Z+ R estopaque surjectif sur les objets.

4% Comme dit au §2.1, P : A+ B est opaque ssi le carré
P+ P » A b - B
: ;
P
com?i//,v //
A T 4 B // B

est exact, i.e. (cf. §1.1) ssi P ngP PP era p® T p® est un isomerphisme, ou

encore ssi le pro-cotriple sur B associd 3 P (voir [151, {271) est idempotent.

57 81 Ep est la sous-catigorie pleine de B ayant pour obijets les PLAY

Ac éo . P opague &guivaut &

extension inductive absolue.

&° P est opaque ssi P =T+ Q avec T pleinement fid&le et Q co-pleinement

fiddle.

% Grice su théordme du zigrzag d'Isbell, si P est bijectif sur les objets, alors

P opague <=> P épimorphisme de CAT .
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5.4, Définifion. Un foncteur P : §;+ B sera dit comsdisfant s'il satis-

fait la '"condition C" de Frei [7} ce qui, suivant [16}, p. 241, &quivaut i:

. P
: = ; 9
C' 1 ¥A ¢ A, P{A) Mo lim[(P{A)vP) + A ——p Bl ,

. . ; s s o . Com
et ¢e qui, avec Linton (193, revient & dire que exppp est pleinement fidéle sur

les paires (B,P{A))

5.5. Définition. Un foncteur P : A+ B sera dit #ds niche ssi

t
TR & VAA e A, Wb P(A) > P(A') € B, 3Ae— V.S, A" dans A
-1, -1
tel que P(r) existe et que b = P(r') » P(r) .

5.6, Théondme (conditions de pro-localisations).

1° Pour tout foncteur, on a.
trds riche =» riche (Hilton) => opaque => consistant (Frei) ,
les réciproques &tant fausses en général.

2° Un foncteur opaque est consistant e co-consistant.

O

37 81 L= U, alors U opague <=> L opague .

4° s L+ U, alors pour U les quatre notions de 1% sont équivalentes,

5.7. Remarque. Un autre usage important des foncteurs opagues est le
suivant: Mac Donald [20] démontre que l'extension de Kan de thdories cchomolo~
giques peut se faire le long de foncteurs viches; en fait, cela peut encore se

faire le long de foncteurs opaques (et plus généralement avec des carrés exacts.
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