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TOPOLOGIE. — Sur Uhomotopie entre relations.

Note (*) de M. Rext Guirsnr, présentée par M. René Garnier.

Dans cette Note, qui fait suite & (¢}, on met le produit de deux espaces topolo-
giques sous forme de produit tensoriel dans Ia catégorie des relations semi-continues
inférieurement entre fermetures. Ceci nous permet ensuite de préciser parmi les
définitions de 'homotopie entre relations données dans () celles qui pe sont pas
dégénérées, puis de proposer de nouvelles notions.

{. Propuirs tExsoniess. — Le foncteur de S8 dans 817 associant
a un couple (R, R) de relations la relation R'X R [¢f. (*}] sera noté x’.
Notons T = (r}'ﬂ:{ﬁi}’, T, E’ﬁ;i,’) le bifoncteur surjacent & X" tel que
TUF, v), (E, 1)) soit la fermeture sur F X E ayant pour ouverts les réuntons
quelconques d'ensembles de la forme VXU, avee U ouvert de p et V
ouvert de v. ‘

Lemuz. — Soit E€ 81, Uendofoncteur (—) X" E de R déduit de x*
est son propre adjoint (et donc coadjoint).

En effet, il suflit d’utiliser comme coprojecteur de but F la relation
Hip = (F, Hye, FXEXE) associant a | (f,e,e) | Uensemnble {fI s1e=¢
et O stezfe’.

Ceci nous permet d’améliorer la proposition 2 de (') :

Tutortve 1. — Soit (E, ¢) une fermeture sur E€ A :

(1) Le foncteur [S(3WY, Qi w), S(AU)") admet son fonctewr dual pour
coadjoint.

(i) Le fonecteur (J(30), Q{u, —}, S(RY) admet le foncteur

Sy, T, »), S(4y)
pour coadjoint,
(iii) Le foncteur (S(41), T(~, w)er, &) admet le foncteur

(e’;.l fp"(..—.., ' {J-), }:‘:(i{i)“)

pour coadjoint st el seulement st =(g) est localement compacte.

(v) Le foncteur (S{8), T(—, ), S(AL)) rladmet pas toujours de
coadjoint,

Pour trois fermetures i, v et § on a douc les bijections naturelies :

(1) HOMg, gy (5 © (0, ) > HOMg: gy (4, € (6, V)
€t
()  HOMg, g G, © (4, ) & HOMg: e (T (5 20 Y

15

s LT T T L D T L el D Ll L L AT




R

{2)
Ainsi Vespace topologique produit de deux espaces topologiques est un
produit tensoriel dans la catégorie X(.‘Eﬁ; des relations s. c. 1. entre ferme-
tures [(i1)], alers quil n’apparait comme produit tensoviel dans ¥ que si
¢t seulement s Pun des facteurs est localement compact.

2. Boit w une fermeture sur E. La fermeture Zggme(w) définie dans {*)
est évidemment isomorphe & la fermeture Ufp sur 3(E) ayant pour
ouverts les ensembles de fa forme Oy={YCE/ YAV =T, avec V
ouvert de u, 1. e, la fermeture la moins fine parmt les fermetures A sur P(E)
rendant s. e, 1. de A vers u la relation surjective Uy de P(E) vers E définie
par Ug{{ A ) = A pour tout A€P(E). Notens U¥n la fermeture induite
par Ufw sur BENJ | on peut alors établir pour les topologies (U y)
plusieurs des propriétés de h « finite topology » [par exemple, une topo-
logie p est C{Uvi“! compacte si et seulement si la topologie U'p est quast-
compacte; votr aussi (YL :

De méme, la fermeture 2y g0{1) est la moins fine rendant s. ¢. s, la rela-

tion Ug; on la notera U™ u. La {fermeture 2y, 4.+(1), qui est la borne supeé-
vieure de U%u et UMy, sera notée Ui

Enfin, si v est une fermeture sur I, on note y{v, u) la topologie sur
Vensemble des relations continues de y vers v avant pour ouverts les
réunions guelconques dintersections finies d’ensernbles de une des formes :

GV, K= [ Reve BE(AD o /K< (A RY) (V)
cu
WAV, Ky = [ Reve BEEH) s /B {K)CV i,
avee K compact de {E, 4 et \ ouvert de [F, v}, Il est clair done que y{v, 1}
est isomorphe a e(7(U
Ceei dit, on vérih

fie alsément gue pour toute fermeture & Pespace ={U7p)
est conmexe par aves, el que pour deux fermetures g et v la fermeture
p'(v, #) définie dans (") est isomorphe a UST (v, 11}, ce qui montre que
la i-homotopie faible est iriviale. On peut voir qu'il en est de méme pour
la i-homotopie [Cest-3-dire que Pespace piv, u}, 1somorphe & ¢(={U"V), u},

est connexe par arcs), mais que, par conire, la f. e~homotopie, définie done
entre éidments de WE(IU), nlest pas dégénérée.

Diérrxirrox 1. — Deux relations continues {s. ¢ 1 el s.e.5.) By et R,
nire deux fermetures w et £ seront dites [l c-homolopes s'il existe une
anpixm;;ez* continue £ de fo, 1] dans v(§ p) telle que h{o)== R,
et B{x) = I,

Néanmoins, la . e-homotopie, en ce sens qu'elle est déduite de Thome-
e du foncteur adjoint (UWE(IALY, 1, ¥), n'est pas,

topic dans ¥ & I's
comme hometopie faible [¢f. théoréme 1, (3] et (i)}, « spécifique » aux
relations. 4

Par ailleurs, on ne peut exprimer la (D81, 1= O (1, ), Z{M))-

structure colibre ¢’ (v, u) associée 2 v sous la forme U” K{v, 1) avee K fone-
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teur de L(4H)" dans (3Y)" surjacent a X7, Puisqu’une intersection de
relations s. c. s. n’est pas nécessairement une relation s. ¢.s., on ne peut
pas non plus définiv un foneteur au-dessus de X7 analogue & L dans
. ]

le cas s. c.s.
Ceci neus conduit & privilégier Phomotopic faible.

3. Dérinrrion 2. — Soient CCCEI(IW), (B, u) et (F,v) deus fermetures,
R, et R, deuz relations de B vers F. Ces relations seront diles i-g-homotopes
dans @lresp. i-g'-homotopes dans €U} 7l existe un élément G de (U de
source Q{Jo, 1], u) et de but v tel que pour tout z€E on ait ‘

Gl o)y =Rlizl) e  G{{Lmh=R =z} n '

(resp. s'il existe un élément G’ de & de source 1w et de but T{v,[o, 1]} tel que
pour fout x €I on ait -

G0 =Rellz)) e GzdltD=R iz} ;

On définit de méme la i-d et la i-d"-homotopie dans €U en substituant,
dans Pénoncé ci-dessus, {4, (o, 1]} & @{Jo, 1], u); en remplagant Q{Jo, 1], 4)
par T (o, 1], »} on ebtient, & la place de la i-g-homotopie, 'homotopie
« courante » que 'on désignera par ¢ p-homotopie dans & ». Enfin,
en notant /v, v} la fermeture sur FxX E borne inféricure de Q{v, 1) et
de Q(u, v), on obtient la i-b-homotopie dans @ en substituant (2o, 1], u)
a £2{To, 1}, ) dans la définition de la i-g-homotopie.

Pour une sous-catégoric & de Z(AI), ces homotopies faibles, qui ne
sont pas toujours dégénérées, pourront &tre considérées comme préliminaires
a une théorie de 'homotopie propre & €U

Les définitions ci-dessus sont valables sans changement pour des parties 3
de WO (3. On remarquera, par exemple, que la 1-g’-homotopie dans &
correspond 4 la p-homotopie dans Utmage de & par P'anti-isomorphisme
canonique de Efﬁi sur RO ALY ,

On peut trouver des conditions sur €U pour que ces définitions donnent
leu & des catégories guotients de €U, Ainsi, en notaut u 'application
partielle de [o, 1} sur [o, 1/2] défime sur [o, 5/2] par u(t) == ¢ on a:

Provosition 1. — Soit €U une sous-catégorie de S{IW) stable par & (—, —)
et par réuntons finies de relaiions, ayont pour éléments tous les homéomor-
phismes de source [0, 1] ainsi que u. Alors la i-g-homolopie restreinte a ¢C
est une relation d’équivalence, qui est compalible avee la composition dans €U,

4. On pourra s'intéresser & la définition 2 en prenant pour ¢ l'une
des catégories sulvantes : &, RC{SH), S8 A UO Y, DA nUs AUy,
catégorie des relations entre fermetures s. c. 1. et propres, catégorie des rela-
tions entre fermetures s. ¢. 1. et finitaires, catégorie des relations entre ferme-
tures s. ¢. 1. et paires [i. e. R{{ # |} est finl et pawre pour tout z], catégorie
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stve fermetures s, .01 et non pleines [i.e. R{A) est diffé-
R pour tout A], ete. Dans ces cas, Fune au moins des

des relation
rent du but
notions précédentes nest pas dégénérée. -

Dians une prochaine publication nous étudierons tout particuliérement

3

le cas des relations suvertes et compactes, ot nous situerons la définition 2

o
T 0D
4

*
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is-4-vis de homotopie simplicale et de ().

{*; Sdance du 26 avril 1971,

(Y B Gurranr, Comples rendus, 271, série A, 1oy, p. 835

{5y B, Gurrany, Comples rendus, 270, sfrie A, 1970, p. 1572,

(" O. Frisuvincen, Properlies of the & topology, Lecture Notes, n® 171, Springer, 1970,
p. 17. On irouvera @'ailleurs dans cette publicaticn récente une autre formulation de
certains résultnts de [5) et {0 ¢

¢y DL G Quinren, Hemofepieal Algebra, Lecture Notes, n® 43, Springer, 1967.
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