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"ALGEBRE DES CATEGORIES. — Sur les fonctions assocides & la notion
de sous-structure. Note (*) dp M. Rexé Guirsant, présentée par M. René
Garnier,

Dans cette Note, suite naturelle & guaire Notes précédentes, particuliérement
A (%) et (*), mais qul peut étre lue presgue indépendamment, on dégage, 4 partir
de cas particuliers, les notions de foncteur et triple de sous-structure. Le probléme
ainsi envisagé avait ddja été posé dans ().

1. Presmitre coxstrucrion. — Soit € une catégorie telle que :

(i) les limites projectives finies existent dans C; en particulier,
C" posséde un objet final noté 1; si (f, k, I/, [’} est un quatuor cartésien
o f.h" = L.f', alors I est noté f* (k), ou f* (k) lorsque Pindication de f’
est superflue;

(i) i existe un morphisme TE€C de source 1 et de but noté 2 tel que,
pour tout e€(, I'application de 2.C.e dans I'ensemble des sous-objets
de e qui & ¢ associe =* {T).C soit bijective; :

(1) pour tout e€C, I'objet 2 admet une {—)Xe-structure colibre,
notée 2°, naturalisée par un coprojecteur z, de source 2°Xe et de but 2,

(iv) tout morphisme de la forme f = p.m, ott m est un monomorphisme
et p une projection canonique d’un produit finl sur Pun de ses facteurs,
admet une image im {f} dans C'; 51 (f, h, &', f') est un guatuor cartésien
tel que f et f’ soient des composés d'un monomorphisme et d’une pro-
jection, alors (im (f), k, ', im {f")}. est cartésien, avec &' == ((im (F* (h) .o,
ot ¢ est 'unique morphisme tel que A* (im (f)}.¢ = im (f').

Sia(fj=cet 3{f)=¢, on note 2’ le morphisme déterminé par

e (27 %) = e0 (27X

L’application qui & [ associe 2/ définit un foncteur de C vers C¥,
noté 2077,

On posera 2% == I {f}. L’application associant I (f) & f définit un
foncteur de source et de but C', noté I

Soit A, le morphisme diagonal de e dans eXe et ¢, défini par

g2 (T) = .

Soit i le morphisine de e dans 2° que détermine Pégalité
felie X ) = g.
Alors i, est un mouomorphisme, (1). On pose O, = ¢ (T) et H, = « (O,).
Soit . I'isomorphisme de 2°XeX2°Xe sur 2°X2°Xexe échangeant les
deuxiéme et troisiéme facteurs.
On pose alors j, = (227 xA)* (£..(0.x0.) et R, = a(j,\.
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Sait ;¢ le composé de j. avec la projection canonique de 2°X2"Xe
ohni par 9l (T) = im (jI). Enfin, ¢, est déterminé
V== o Remarquons que ., et a forfiort ¢., sont indé-
choix des produtis {ibrés.

p—

On mentre, en utilisant le théoréme ci-dessous, que 2 d, = 2°, et
done, en particulier, que Y. est un monomorphisme.

H

On pose t, = be.1.; comme composé de deux monomorphismes, . est

un monomorphisme.
i e et ¢ apparilennent & (), on note S.. Pisomorphisme canonique

E2
de ex e sur ¢ X e Soit g un morphisme de source ¢ et de but 27; on note g
le morphisme gue définmt Pégalité

el ey = c..(g" %€} Senn-

ifel, a{f)=12¢ et B{f)=2¢, aloms

(Lo ¥ = 2 e,

T () == 2N G

Ty théoréme suivant découle que, pour tout e€(], € {g) = 2% que
T =i, et que 2 = T {1},

%
Tuforius, —

£ (f).ie = e

’ 7

(D) (b)eee, défirit une transformation naturelle (IL, ¢, 1deo};

o

&) Pour fout f&C de source e et de but ¢, on a

(¢} supposons, de plus, que Uapplication de O dans C, qui & e assocte 2°

h

soit injective; alors, en notani Z* (U7} o sous-catégorie de C image de C
par le foncteur 27 et P la sous-calégorie pletne de € ayant pour unités
celles de o forme ¢, les conditions sutvantes soni vérifides :

¥

(i} le fonctewr injection canonique de I* (CY dans T admet pour

%y le foncleur (% wwy, o, O

() le triple dans O associé 4 celte adjonction peul séerire T = (I, ¢, 2°F),

3 T : f* - R - Sl iel 2 -
ol 2% est la transformation naturelle de 11 vers Il associant 27 d chaque e € (.5
o1l de B est isomorphe & la catégorie PY, duale de P..

60 & un univers Ol et (€, ¥, U) le triple dans J°, ol & est
rtie et, pour toui L &Jl,, ol vy est application de E
iant {2 & chaque z€F, tandis que Up est Vapplication
seiant 4 un ensemble de parties (U sa réunion UL

ie {oncie

dans @

Pn plus des notations eb définitions introduites dans (4), pour toute

&
- I S T )
FETInIE LTS §7§,.a§ erg 2331 25{}:}@
o AFTE N e £ FIEY T . v an o PR AETY TR LY
ZE, py e (2(ER Uy, T{E p) =& E) U )
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ProrosiTion, — Si & == i (resp. s, ¢}, alors ¥ et U se relévent en des

transformations naturelles 7; et Us telles que (2, ¥, Us) définisse un
triple dans T (OR)°, dont la catégorie de Kleisli est I omye [resp X (onye,
uc (Jk\”}
On peut définir des triples analogues dans la catégorie @“ des appli-
cations continues entre espaces topologiques, lesquels triples admettent
des restrictions & certaines sous-catégories de %°, par exemple 4 la sous-
catégorie pleine de ¥° ayant pour objets les tc}poiagmfs quasi-compactes.
B. Soit @ la catégorie construite sur O, ayant pour objets les ensembles
non vides munis d’un ordre strict et pour morphismes les applications
stricteinent croissantes entre ces objets. Notons ® Je foncteur de O°
vers JIL° oubliant Pordre. Alors, pour tout objet (E, <), on munit
Pensemble SM(E <)} de ses w-sous-structures de Pordre strict < défini
par (B, <) < (E", <o} si, et seulement si, pour tout e'€E’ et tout
e"€E, on a & < e, -
L’ensemble ordonné ainst défini sera noté S, ({E, <C)). Les applications yg
et U, ont des restrictions évidentes & S, ((E, <)) et 8, (5. ((E, <))
que Pon notera vy et Ug .. :
Propositiox. — {S,, v, U) définit un triple dans €°.
On remarquera que les ensemb}es bien ordonnés, non Vld&b s'identifient
4 des algébres de ce triple.

3. SoUs-STRUCTURES ET TRIPLES. — Le probléme de la détermination,
dans une catégorie, d’un triple « représentant » les singletons, les sous-
structures et leur agrégation se précise par les définitions suivantes :

A. Soit p = (K, p, ') un foncteur et K’ une classe de monomorphismes
de K'; pour tout s€H, on note &, ,(s) PUensemble des {p, K')-sous-
structures de & (*); si K’ est évidente, &, «, est abrégé en §,,.
Si g==(JR° ¢, L) est un foncteur, on peul envisager les propriétés
suivantes

P 1. 8, se factorise par ¢, en un Sy, g

P 2. 8,, 1, se prolonge en un foncteur 5, x

P 3. S, se prolonge en un foncteur contravariant S, .

Par exemple, soit ¢ le foncteur de X (J°)* vers JIL° assoclant & une ferme-
ture {E, 1) Pensemble P (1) des parties de I¥ fermées pour p. Alors, pour
toute catégerie d’homeomorphismes entre structures algébriques usuelles
[groupes, anneaux, cerps monoides, catégories), soit p son foncteur

doubli évident vers . 11 est clatr que 3y, iy vérifie P 1 et P2 pour g = Y.
B. Dans le cas o K = JI° et ot ¢ ==p, on peut considérer les
pmpriéiéq

I 1 : * C S~
P’ 1. 8, 4 se Tactorise & travers p par un S, o
P’ 2. L'une des applications 8], 5., n€H, se prolonge en un {onec-

teur 57, -
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R d’un triple dans H.

s fecas ob g,a est de fa forme Homiy, {—, &) se présente la propmete

Vexiste une fonction S, de H) dans M, telle que pour tout & € H,

i ‘y ::zf wune ?)53;2‘1;(% entre p (5, (")) et Uensemble des (p, I1U)-mono-

%}ana e eas, si tonte (p, MW )-sous-structure est déterminée par un unique
’ ° | 7 e Byp ma 7 Soe

uss ¢t s1 Pon se donne
ré le long de m définit
en%mbxﬁ des mono-

(p, Jj-meonomorphisme de but &,

élémor e f’f—? sera dite (p, O -sous-struciure (5,, mj-élé-
ment
Ainsy aple 2 A, on récupére, suivant le 3, wtilisé, les ouverts

SITER e(,pacss (8, 1)-élémentaires {1 étant Uespace

#
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N Ce =nsemnbiiste, est déid énoncéd dans (3).
{5 I fus, 270, série &, 1870, p. 1308,
{ ; rendus, 2T, série A, 1871, 1. 1372 of 272, série A, 1971, p. 1175,
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